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T2-Quantenmechanik - Ubungszettel 5
Prof. Curio, Dr. Groot Nibbelink

Aufgabe 13 ”Exponentialfunktion von Operatoren”
Sei A und B zwei Operatoren. Die Lie-Ableitung L ; ist definiert durch: L A(B) = [4, B].
a. Zeige, dass F(e“iée’fi) = e“iF(B)e""i fiir ein beliebige analytische Funktion F(x).

b. Zeige, dass MBe M = i (B), A € R. (Hinweis: Bestimme eine erste Ordnung Differen-
tialgleichung in A fiir beide Seiten der Gleichung.)

c. Zeige, dass e’\AeAB = e’\(““?)e”’\z[‘&’él/ 2 falls A und B mit [fl, B] vertauschen.

d. Sei H = élmﬁz —+ —%—mwzzﬁz die Hamiltonoperator eines harmonischen Oszillators. Berechne die
Impulsoperator py (t) in Heisenbergbild.

Aufgabe 14 ”Entartung”

In diesem Aufgabe zeigen wir den Satz: Ein Hamilton-Operator H, der mit zwei hermiteschen
Operatoren A und B vertauscht, welche aber untereinander nicht vertauschen:

(4,4 =[H,B]=0, [AB]=iC#0,
hat im allgemeinen ein entartetes Spektrum. Sei |n) ein Eigenzustand von H mit Eigenwert E,.

a. Zeige, dass Aln) und B|n) Eigenzusténde von H zum Eigenwert E,, sind.

Dass wir zwei Zustinde mit gleichem Eigenwert haben, heifit noch nicht, dass dieses Spektrum
tatsachlich entartet ist. Dafiir miissen die beide Zusténde linear unabhingig sein. Der Beweis geht
von der Annahme des Gegenteils aus und fithrt auf einen Widerspruch: Seien also beide Zusténde
linear abhingig, d.h: B|n) = a Ajn) # 0 fiir a # 0.

b. Zeige, dass: (n|(AB — BA)n) = (e — o*)(n|A%|n). Zeige auch, dass @ € R.

c. Argumentiere, dass fiir einen Zustand |n}, fir den (n|Cn) # 0, das Spektrum entartet ist.

Aufgabe 15 ”Zeitevolution eines Gauf}’ ischen Wellepaket”

Betrachte das Gauf ische Wellenpaket 3 (z,0) = (a/m)Y 4o—%(2—20)* 515 Wellenfunktion ¢(z, t) zur
Zeit t = 0. Wir méchte berechnen wie 1(z, t) aussieht zur Zeit ¢ fiir ein freies Teilchen mit Potential
V(z)=0.

a. Bes’;imme E, so dass ¢p(z,t) = e~ i(Bt-pr)/h gine Losung der Schrédinger-Gleichung ist.
b. Entwickle ¢(z,0) in den ¢p(z,0), wie in Aufgabe 9.

c. Beniitze das Superpositionsprinzip, um eine &hnliche Entwicklung am Zeitpunkt ¢ zu bestim-
men.

d. Berechne hieraus 9(z,t) explizit als Funktion von z und zeige, dass
a/m a 2
W d = [ —L exp{————-—a(m-—wo) }
(P

e. Beschreibe wie die Wahrscheinlichkeit in der Zeit evoluviert.



