8.21 Korollar. Ist (M,) ein Supermartingal mit M, > 0Vn > 0, so konver-

giert My, gegen einen Grenzwert My fast sicher und E [My] < lim,, .o E [M,] <

My

Beweis. (—My)n>0 ist ein Submartingal. (—M,)* = 0 wegen M,, > 0 =
fastsicher M
o

sup(—M,)* = 0 < oo | Nach Martingalkonvergenzsatz: M,
n>0

Nach Fatou-Lemma:

E[My] = E [ lim Mn} < lim E[M,] = lim E[M,] < E [Mj]

n— o0 n—o0 n—oo

konvergiert M, gegen My auch in L;? (X;) iid ZV mit P(X; = +1) =
%, So=1,8,=1+>}_ xk,n>1(S,)n>0 ist ein Martingal. N := inf{k >
1 : Sg = 0} ist eine Stoppzeit. Sz 818 it ein Martingal, dazu > 0. Nach

Korollar 8.21 Sypap, — My fs. P(My =0) = 1 = E[My] = 0 Aber

8.22 Beispiel (Polya Urne). r= # rote Kugeln, b = # blaue Kugeln, R,, = #
Anzahl von roten Kugeln, nach der n-ten Ziehung. Behauptung M,, = Ltfx

r4+b+n
Martingal.
Beweis. F, = 0(Ro, R1,...,Ry)
M1) M, = :jﬁ% = ¢n(Ry)— messbar bzgl. o(Ry, Ry, ..., Ry)
M2) 0< M, <1=M,eclL!
M3)
E[Mn+1|R1 = 7“1,R2 =T2,.. .,Rn = ’I“n]
T+Rn+1 .
[r+b+n+1‘ i =Tivi €| ’"]]
r+ R, Rpy1—rn .
=——— 4+ E|———— R, =nrV 1
r+b+n+1 [r+b+n+1| i =rivi€ (L]
r+ R, 1 T+
_ r+b+n+1 r+b+n+1r+b
- n 0 b+mn -
r+b+n+1r+b
r+ R, 1 r+ R,
r+b+n+1 r+b+mn r+b+mn

= E [Mn+1|-7:n] =K {Mn+1|R0, Rl, . Rn]
=E [Mny1|Ri =73 Vi € [1,n]], _pvicp o
r+ R,

r+b+n

n




— Nach Korollar 8.21 M, =5 M,, Man kann zeigen, dass fy_(x) =
r+b—1)! r— _
%35 1(1 - $)b 1]1[0,1] (v)

8.2 Martingalungleichungen

8.23 Satz. Sei (M,,) ein Submartingal und T eine beschrinkte Stoppzeit,
d.h. In>1:P(T <n)=1. Dann gilt:

E[Mo] < E [My) < E[M,]
Beweis. Nach Satz 8.18 ist (Mra;)i>0 ein Submartingal.
= E[My] = E [Mrpro] < E[Mrpn] = E [Mr]
H; = 14r<;_1},7 > 1. Dies ist eine previsible Folge. Nach Satz 8.14 ist
((H o M)k)k>0 ein Submartingal

k K k—1
(HoM)gx =Y Hi(M;— M;_ 1) =Y Lypei1yMi = > Lrey M
=1 =1 =1
k—1
= Milir<g—1y — Molyr<oy — Z MLy
=1

k-1
= Mplir<p—1y — Z Milir—y
i=0
k-1
= My — Mylypsp_1y — Z Milyr—yy = My — M7k
i=0
E[M,) —E[M,] = E[M, — My] = E[My,] —E[TAn] = E[(HoM),] >
E[(H o M)o] = 0 0

8.24 Satz (Doob’sche Ungleichung). Sei M,, ein Submartingal. Dann gilt:

+
P (mastyn M 2 A) < 3B [My T sy < G0 > 0,vn > 1

Beweis. A = {maxy<y, M,j >A} N=inf{i >0: Mf > A}

AP (A) <E[Mnanla] =E[Myan] — E[Myanlac]

Satz 8.23
~——
=M,
= E[MnlA]

E[M,14] <E[M,]] g
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8.25 Beispiel. Seien (X;);>1 unabhingige ZVen mit E[X;] = 0 und o? =
E [Xf] < 00. Dann gilt:

> ory o? _ Var[S,]

P(I,ggngklzk>§ o=

Sp-Martingal = |S,,| submartingal = S2-Submartingal
E [(S2)"]
>\ = 2> \2) < 2Tl J
P (s> 2) = P (st > 7) < =5,
CE[S3] Var[S,] Y702

_ _ 24i=19

A2 A2 A2

8.26 Satz. Ist (My)n>0 ein Submartingal, dann gilt fir jedes p € (1,00) die

Ungleichung:
| (o) = (52 =00y

8.27 Korollar. Ist M, ein Martingal, so gilt:
p » \*
< p
B | (poon) | < (25) BI04
Beweis von Satz 8.26. M, = maxk < nM,j Fiir alle C > 0 gilt:
E [0, 7 0)"] :p/ NP (B, AC > A) dA
0

0, C <\
{M, > )}, C>\

P (M, > \) [Mrfﬂ{mzx}} = P (M, AC>)) < 3E [M;]I{Min/\(:»}

{Mn/\0>)\}:{

o0
= E [(M, A C')P] < P/O N 2R {MJH{WAC>A}] dA
Fub. o —
="FE [M;/O pAP 21{Mn/\c>>\}d>‘}
M, NC
=E | M} / pAP"2dA
0

sl (2 ) mrer

]E [(M;)p] v E {(m/\ C)(I(Pl)rz

'Doob’sche Ungleichung



8.28 Satz (LP-Konvergenz fiir Martingale). Sei (M,,) ein Martingal und sei
sup,,>1 E [|Mn|"] < oo fir ein p > 1. Dann konvergiert M, gegen My f.5.
und in LP

Beweis. E[MF] < E[|M,|] < (E[|M,["])>

:>supn21]E[Mn+] < 00 n iMw

p 4 P p
< p
£ | (maxionl) | 4(o 25 ) Blasp)
—_——

3

P
< (p) sup E [| M, |F] = const(p) < oo
1) n>1

[(supj>1 |My,|)*] < const(p) < oo = supy> |[Mg| € LP
= | M, — Mo|? < |MyP + [ Mso|™ O

3Martingal Konvergenz-Satz
3 n—oo

max<n |My| —— supg> [ Mg
. >
“monotone Konvergenz



