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8.3 Optimal Stopping

Ist (My,) ein Submartingal, so gilt:

1) E[My] <E[M,] VE<n

2) E[Mr] <E[M,] falls P(T'<n)=1

8.29 Satz. Sei I' eine Stoppzeit

a) (M,) ein gleichmdiffiges int-bares Submartingal
oder

b) E[|Mr|] < oo und (Mylr<y)n>o ist gleichmdpig intbar. Dann ist (Mpap)n>0
auch gleichmdpfig integrierbar.

Beweis. a) xT ist konvex und monoton wachsend = (M) ist ein Submar-
tingal Aus (2) = E [Mj,,] <E[M,[] Vn >0 Da (M,) gleichmiifig inte-
grierbar ist, ist auch (M) gleichméRig integrierbar = sup,,~o E [M,/] <
00 = sup,soE [Mf,,] < sup,>oE[M;] < co Nach Martingalkonver-

n
genzsatz konvergiert Mra, fiir n — oo:

Mppn — Mrpfast sicher & E [|[Mr|] < oo
Fiir jedes k> 0 gilt:
E [|Mrpnl Latrnn>ky] = E [[MranlLase >k | Liren)
+ E [|Mppn| 1L tgn 563 Lirsny ) (%)
< E[IMr| Tjnep>ny] +E (1Mol Lar, 1]

= SUDE [[Mron| Dasgp, i) € B [IMr] Lgatr >y

—0 fiir k—o0, weil E[|Mp|]<oco

+ supE [|Mn| ]l{an|>k}]
n>0

—0 weil (My)gleichm. integrierbar
b) Aus (*) folgt:
E [|Mrnnl [Linary, >4 ] < E[IMT] L gam 0]

+E [|Mn\ ‘]1{|Mn|>k}]1{\Mn\]1{T>n}>k}}

= supE [[MTnn| Laspp,>ky] < E[[Mal Liarpysi]
nz

—0

+supE [IMn\ ]l{T>n}]l{|Mn|IL{T>n}>k:|
n>0

—0



8.30 Satz. Sei (M,) ein gleichmdafig integrierbares Submartingal. Fir jede
Stoppzeit T gilt:
E [Mo] < E[Mr] < E[Md]

Beweis. Nach Satz 8.23 gilt:
E[My] < E[Mpp,] <E[M,] Vn >0

Nach Satz 8.35 ist (Mrny,) ein gleichméfig integrierbares Submartingal. Nach
Satz 8.31:

fast sicher fast sicher
M, L—> My & Mrp, L—> M

=E[M,] - E[My] & E[Mrn,]— E[Mg]

E[My] < E[Mppnd] < E[M,] ¥n>0

= | ! !
E[My] < E[My] < E[My)

O

8.31 Satz (Optimal Stopping). Seien S < T Stoppzeiten und sei (Mpay)
ein gleichdf$ig integrierbares Submartingal. Dann gilt:

a) E[Mg] < E[Myp]
b) Mg < E[Mr|Fs], wobei Fs ={A: An{S =n} € F,¥n}
8.32 Bemerkung. F ist eine o-Algebra
Beweis. Wir wenden Satz 8.36 mit Mn = My, und T=28:
E[M] = E [MO} < E [Mf} <E [MOO] = E [Mr]
E[Mpns]=E[Ms]
= (a) ist bewiesen. Sei A € Fg.

S(w), falls,we A
T(w), falls, we A¢

Definiere U(w) = {
{U=n}={U=n}NnA)U{U =n}nA°

=|{S=n}nA|U|[{T=n}nAN{S <n}
~—— —_— —

€Fn eFn €Fn

€Fn €Fn

Ausserdem gilt: U = T. Dann folgt aus a): E [Mgl 4]+E [Mr14] = E[M U1 4]+
E[MU14] < E[Mp|E[Mpla] + E[Mrla] = E[Mgla] < E[Mply) =
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E[E[M714|Fs]) = E[E[Mr|Fs]1aVA € Fs =] Mg < E[Mr|Fs] Dann
eP(A) = [, (Ms—E[Mp|Fs])dP < 0= P(A) =0 Ve > 0= Mg <
E [Mr|Fg] fast sicher O

8.38 Beispiel. Die Irrfahrt auf Z. Sei p € (0,1) und X; iid ZVen. mit
PXi=1)=p, P(X1=-1)=1—-p, Sp=>}_; Xj. (Sp,n > 0) einfache
Irrfahrt auf Z

Mit Startpunkt x: S, =x+ > ., X;, n >0

Sh,
8.34 Lemma. M, = (%) ist ein Martingal

Beweis. F, = o0(X1,...,Xp),n >0

M1) M, = <%)X+ZX1'

M2)

1_ Xn+1 1_ Xn+1
(52)" ] e (552)] -
p p

Seien a < x <b€Z 1, =min{k >1:2+S; <a} 7 :=min{k > 1:
r+Sp>b} T =14 A1 =min{k >1:2+ Sg ¢ [a,b]}

O]

8.35 Satz. p # %, a<x<bée€Z. Dann gilt:

z __ Nb 1—
P(TaSTb):ga_gbaQ: pp

'A. = {Ms — E[Mr|Fs] > €} € Fs




Beweis. P (T < oo) = 1 Gesetz der grofen Zahlen = € [a,b] = |S|ran| <
max{|al,|b|} = (MT/\")TLZO - (QST/\n)n>0 sind beschrankt. = (MT/\n)nZO
ist gleichméRig integrierbar. = Aus dem Satz 8.36 folgt, dass:

(1_p>f’f = E[Mo] = E [M7]

p
T T
1 _ p $+Ei:1 Xi 1 _ p $+Zi:1 Xi

=E [< » > Lirocry| TE Lir>n)

b

— (:pyp(ra <))+ <1;p>bP(Ta > )

Q" = QP (ra < m)+Q(1-P(ra < 7)) Q°~Q" = (Q*~Q")P(r <7) O
8.36 Satz. Fir die symmetrische (p = %) Irrfahrt und a < xo < b gilt:

1) P(1qa <mp) = %

2) E[T] = —aby

Beweis. S, ist ein Martingal

1) Wegen Sp = 0 € [a,b] gilt: a < Sran < b = (S7An),>o gleichmékig
integrierbares bares Martingal = 0 = E[Sy] = E[S7] = aP (74 < 1) +
bP (Ta > Tb)

—_———

1—P(1a<Tp)
2) (S2 — n)p>o ein Martingal. Sei N € N fest, definiere T =T A N

2 ~ 2 ~ 2 12
‘STML—T/\TL) Smax{‘ST/\n , T An} <max{a*, b, N}

= (S%m — T)nZO ein gleichméfig integrierbares Martingal. Aus dem Op-
tional Stoping Satz:

0=E [S; — T} e E [S%An]

beschr.Konvergenz

E[1]52]— E [T A nj
—_——
monotoneKonvergenz B[]
= E[T] =E [S7]
E [S2] = a*P (1o < 7) + b*P (7, > 7,) Hier fehlt eine Zeile
g

8.4 Verzweigungsprozesse

Sorry fehlt, da hat ich keinen Nerv.
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