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6.3 Konvergenzrate im ZGWS

Seien (X;) idid ZVen mit o2 € (0, 00)
ZGWS:

2

P (sn < nE[X;] +\/@x) e /m L% du = o(z)

e
oo V2T

6.7 Satz (Berry-Esseen-Ungleichung). Seien (X;) @id ZVn mit E {|X1|3} <
oo. Dann gilt:

< 0.7655E“X133} !

(02)>

P <S"REQ[X1] S:c) — ¢(z)

no

sup
zeR

B

Seien (X;) iid ZVen mit P (X; = £1) = 1. Alle ZVen haben symmetrische
Verteilung = Verteilung von S, ist auch symmetrisch, n > 1

:>P(52nSO)Zl—P(SQn>O):1—P(52n20)+P(52n:0)
— 1 — P (San < 0) + P (San = 0)

= P(Sn<0) =+ 5P (S =0) = 4+ 3() ()"

(5e7) ool 5 ()
1

Die Konstante in der Berry-Esseen-Ungleichung kann nicht kleiner als Nor

sein. (Konstante > % ~ 0.45097)

6.8 Lemma. Sei F eine Verteilungsfunktion und G eine weitere Verteilungs-
funktion mit G’ (z) < X < co. Seien A = sup,, |F(z) — G(z)],

Ap =sup, | [ F(z —u)hp(u)du — [ G(x — u)hg(u)du)| wobei

hr(z) = 1zcos(la) o e R. Dann gilt:

L2

= sup
x

24\
A<2Ap+—,L>0
L

Wor 2007 war die Konstante 0.8



r—+00

Beweis. F,G sind Vertellungsfunktlonen = |F(z) — G(x)|
:>E|m0 F(x0) — G(zo) = AP oder Fzg —0) — G(xg) = —A
G (z )<)\:>F(xo+s) G(zg+s)>A—=XS,5>0
Definiere § = 2%\, =xp+0

0

A
T+ Az, |z <o
) — _ >4 2 )
=Ft—z)—-G(t x)_{ s sonst

Jetzt schatzen wir A7, nach unten ab.
Ap > / (F(t—u)—G(t—u)) hr(u)du
R

_/ (F(t - u) —G(t—u))hL(u)du+/
fulul<5) fuful5)

é
> / (é + Au)hp(u)du — A hr(u)du
5 2 {u:|u|>6}

A §
= / hr(u)du — A hr(u)du
2 /s {w:lu|>6}

= L <1 —/ hL(u)du) - A hr(u)du
2 {w:]u|>6} {w:]u|>6}
= £ 34 hr(u)du
2 2 Jiwlul>s)
AN > 1 — cos Lu
T2 2A/ 7TLU2
A
5 3A/ 71'Lu2
& w1
2 L)
A w2
2 L A
o
2 L

O

6.9 Lemma. Seien X1, Xo ZVen mit Fy, F5 und mit integrierbaren charak-
teristischen Funktionen ¢1 und ¢o. Dann gilt:

Fi(z) — Fy(z) = _217T/_°° e_itzd)l(t)i_t@(t)dt

Beweis. Diese Aussage folgt aus Korollar 5.24 (Durrett, Section 2.4) O

2Wir betrachten nur diesen Fall
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6.10 Lemma. Seien F und G Verteilungsfunktionen mit charakteristischen
Funktionen ¢p und ¢g. Fir jedes L > 0 gilt:

1

L 1
sup | P(o) = G0l <+ [ jor(t) = oa(t)] gt + 2

Beweis. N\ <2Ap + %

Fy(z) = / Flo — why (w)du, Gp(z) = / Gl — w)hy (w)du

Da die charakteristischen Funktionen der Verteilung mit Dichte Ay (x) gleich

t
(1 — %) ist, sind die charakteristischen Funktionen von F, und Gy,

orte) —'Lt') nd o) —'Lt')

Nach Lemma 6.9:

P~ Gulol < o= [ forr (1= 1Y = oeey (1= ) | L
L LT =or L [7F L ¢ L) |
1 [ it " 1L\ | dt
- 1= —ge (1=} |8
or |, QSF()( L> ¢G()< L> ’t’
I dt
< - t) — ¢ (t)] —
= or . |¢F( ) ¢G( ) |t|
O
r o1 2
Beweis von Satz 6.7. G(x) = ¢(z) = / 5 e zdu
o0 T
22
G (z) = \/%6_7 < \/% = X\ Wir werden annehmen, dass
E [Xl] = O, Var [X1] =1
Wir wenden Lemma 6.10 mit
F(z)=P S <z ) und G(z) = ¢(x)
= NI =
= su P(Sn<x> ¢(x)<1/L¢ (0 —e 5|2 2
Zn _ bl s, (1) — had
IEE N T v [t|  V2#rL
Aus Lemma 5.19 folgt, dass ’qﬁxl (t)—1+ % <E [|X1|3} %.

Falls 2 < 2, |y, (1) <1— 5 +E [yxlﬂ £,



, _ 4m . .
Wiéhle L = E[XT] Dann fiir |[¢t| < L mit:

3 3 3
‘¢Xl<t)‘<1_t2+EUX1']'t'<1_R+E['X1'} Wi
NG

2 42 5t2 52
=1—-— 4 ——=1——<e 18n
2n 18 n 18n

Dann:
=] o (G ()

n—1
t t2m t t2
—m—1 _t'm _ 7
<X () lon (G5) -
m=0
t 2 t _ 2 n—l
<nfoxs (75) = 5| (o {lox (7)) =))
t 2 52
<n|ox, (\/ﬁ> e

t 2 t t2 2 t2
LS v Al e oSl v Bkt ) k] iy
3 2
t 2 t
§nEUX1]3}||3+n‘e_;L—1—{—
—x z2 . —ﬁ 2 t4
Wegen |e™® — 1+ 2| < & gilt, nje"2n — 1+ 5| < ¢
2 3 3 2
= <Z>sin—e_t7 < M—i—éﬁ e_tT, |t| < L und n > 10
vn 6n2 n
3] ,2 .
sn> 1/L 2 E[|X1|}t It 24
=sup|P|—= ) —o¢(z) < et | —4— = 5 Y gpr =
xp <\/ﬁ #(@) T™J-L 6n% 8n V2rmL
1 [E e 24
< e 4 (...)dt+ ——
7T/_L ( ) \/%TFL
O

3fiir n > 10
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6.3.1 Gesetz vom iterierten Logarithmuss
Sei {X;} eine Folge von iid ZVen. S, = > | X;.

o Gesetz der groken Zahlen E [X;] = a = %" EE

o ZGWS beschrankt die Schwankungen von S,

Sn —na n—00
P so) == o

= P (]S, — nal > zv/no?) 2= 2(1 — ¢(z))

6.11 Satz (Gesetz vom iterierten Logarithmus). Ist E[X;] = 0 und 0% =
Var [X;] € (0,00), so gilt:

: Sh > < o Sh, )
P | limsup =1) =1 und P | liminf =-1]=1
( n—oo V202nloglogn n—oo /202nloglogn

Wir werden den Satz unter der Annahme X; ~ N(0, 1) beweisen.

6.12 Lemma. Seien (X7) iid ZVen mit einer symmetrischen Verteilung,
d.h. Px, = P_x,. Dann gilt:

P (Il?gxsk > z> < 2P (S, > )

Beweis. A = {r’?<ax5’k > :C} B, ={Si <z,Vj <k,Sp >z}, B={S, >z}
Fiir jedes k gilt: -

EO'(XL...,Xk EU(Xk+17---7Xn)

PXpt1+..+Xpn>0)=1-P(Xpp1+...+ X, <0)
=1-P(Xp1+...+Xpn)+P(Xpt1+...+ X, =0)
=AM - P (X1 + X, >0) + P (Xpy1 + ...+ X, =0)

1 1
:>P(Xk+1+...+Xn20):§+§P(Xk+1+...+Xn:0)2

N | =

4Symmetrie



1
= P(BNBy) 2 5P (B)

= P(B)=P|Bn <UBk>> ZP BN By)
k=1 k=
2% P (B (U ) maXSk>x)

k=1

O

6.13 Lemma. Sei Y,, ~ N(0,02) mit 02 1 co. Sei ay, : \/(:LTn — 00. Dann
gilt:

P (Y, >ap) ~

Beweis. Zy, := \}fz—% ~ N(0,1)

(479 o0 1 u?
Also, P (Y, > a,) =P (Zn > ) = / e 2 du

22

u2
L’Hospital Regel: fxoo e 2dun~ %eiT, T — 00 O

Beweis Satz 11. 0 =1 1), := v/2nloglogn

Wihle € >0 = XA =1—¢, ni = A\, k > ko, wobei ko > e(loglog ko)

Definiere Ay, = {S, > Ay, fiir ein n € (ng, ng4+1)} und

A = { A, tritt unendlich oft ein} = {S,, > A, tritt fiir unendlich viele n ein}
Wenn wir zeigen, dass 3 ;. P (Ag) endlich ist, dann gilt nach Borel-Cantelli-

lemma: P (A) = 0= P (lim SUp, o 52 = /\> —0

n = 1
éP(limsupi>1> =P U{hmsupS>1+j}

n—oo n n—o0 wn

= S, 1
:ZP<limsup > 1+,) =0
; (0 J

j:]. n—oo n

P (Ag) < P (S, > My, fir ein n € (ng, ng41])
< P( max S, > )\wnk>
n<Ng41

< 2P (Sppiy = M)
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Nach Lemma 6.13:

i i)
~ _VTRAL k41
V21 Ay,
< CeMoglogme — C(logny,) ™
SClk_)\’ )\:1+6

P (Snppr > An,)

ikfl*‘f < oo = Z P (A) < o0
k=1

k>ko
. Sn
P(limsup— <1 =1 (6.1)

€ > 0,\=1—¢e. Wenn wir zeigen, dass

P (S,, > M)y, fiir unendlich viele n) =1 (6.2)
dann bekommen wir:

P (hmsupsn > 1) =P ﬁlimsup& >1l—€e| =1
n—oo Yn j=1 n—e Yn

Zuerst (1) auf Folge (—S,,) anwenden:

= P (=S, < 24, fir alle gegen n) = 1
ng=NF N>1= P (S, _, — 2y, , fiir alle groken k) = 1

Yi =50 — Sy = {Sny = —2¢n,_,} ={%, > Y —2¢,,_,} (6.3)

Wir nehmen an, dass
P (Yk > Ay, + 29, , fiir unendl. viele k})ﬂ{Snk_l > =2y, Yk > kot =1
{X}} sind unabhéngig und Y3 ~ N(0,n; — nk—1). Dann nach Lemma 6.13,

P (Y > X, + 20, ,) 2P (Ve > (1= 5)om, )

N e\ Yn,
”mu—;wﬁp{‘(l‘) 2( }

2 N — Nk—1
> %e{_(l_‘;) loglog N*} fisy ein § > 0
(Inln Nk)2
S const(]\lf) -1+
- (logk)®
kflfzs

=0

NG

i>2 (log K)



= Zkzzp (Yk > Ay, + ank—l) = oo und {Y; > A, + 2, , }- unab-
héngige Ereignisse.

= P (Y;,C > A\, + 2, ,unendlich viele k) =1

S,
=P <limsupn = 1> =1

n—oo n

6.4 Poisson’sche Approximation
Seien (X;) iid ZVen mit P(X;=1) =p, P(X1=0) =1—p, p € (0,1)
Sn — 2?21 Xz P( Sn—np ) n—0o0 (b(.’]:‘)

/np(1-p)
lel, ey X17k17 P (Xl,k = 1) = pn,k
X2,la ey XQ,kzv P (X2,k = O) =1- Pnk
Xn,lu ceey X2,k§27 P (Xn,k = 0) =1 — Pnn

X~ Peionl)  p(x = k) = et k>0

6.14 Satz. Fiir jedes B € B(R) gilt:
ki
|P (S, € B) — Poisson,,, (B)| <> pa,
k=1

Wobei jin, = > i Pnk
6.15 Korollar. Falls ji, — p und maxy<y, pnpr — 0 so gilt S, = Poisson,,

Beweis (Coupling). Sei w = (0,1)* F = B(Q), P = Lebesgue-Maf auf Q
Unser Ziel: (Y, x)¢_; mit Yy, , ~ Bernoulli(py, i)
(Znk)j—y mit Z,  ~ Poisson(pp i) w = (wi,...,wn,)

Oa wg > 1 — Pnk

Definiere Yn,k(w) = { 1, we>1—ppi
) — n,

= PY,r=1) = P(wg > 1—ppi) = Pnk. Auberdem gilt, dass {Y,, ;} un-
abhéngig. Setze m, =Y/ Me*pnvk, r=0,1,...

m=0 m!

i _ = . O, wr < T
Definiere Zn,k = ;ﬂ{wkE[ﬂrl,m)} - { r, falls wy € [777‘—1, 71')
k
P(Zn,k: = 7’) = P(wk S [71'7,_1771'7,)) = (pn,k) e Pnk

r!



6.4. POISSON’'SCHE APPROXIMATION

= Zy i, ~ Poisson(pp  und {Z, 1.} sind unabhéngig.

= P (Yo, # Znk) =P (wn €1 —pnk, e P* oder wy € (e Pk + ppe Pk, 1})

— (e_pn,k -1 + pn,k) + (1 _ e_pn,k: _ pn,ke_pn’k)

= pn,k(l - e_pn’k) @n,k
kn kn kn kn
n=1 n=1 n=1 n=1
kn kn kn kn
P (Z Yok € B) =P (Z Yok €B,Y Yoi= ZZM>
n=1 n=1 n=1 n=1

kn kn
+ P < Yn,k € B, Z Yn,k 7é Zn,k)
n=1

n=1

kn
_p (Z Zny € B, Z Yok = Z Zn,k>
n=1

Z Zn e ~ Poisson(mek) < Poi(A\) ® Poi(u) = Poi(p + A)

fl—e <z
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