Kapitel 7

Bedingte Erwartung und
Verteilung

7.1 Definition von bedingten Erweiterungen
(Q,F,P)ein WRaum. B€ F: P(B) >0

P(ANB)

P(B) bedingte WKeit von A gegeben B

P(A|B) =
= Pp mit Pg(A) = P (A|B) ist ein W’Maf auf (Q2, F)
= Ep[X] = E[X - 15]/P (B) = E[X|B]
X,Y unabhéngige XVen, f(X,Y) - messbar. Sei Y : P (Y =) >0

E [f(X,Y) Ly
P (Y =yo)
_E[f(X,Y0) Ly
B P (Y =yo)

=E[f(X, Y]

E[f(X, Y)Y = yo] =

7.1 Definition. Sei {A;} C F mit A; paarweise disjunkt, P (A4;) > 0 fiir
allei > 1, A= 0({A;}) Sei X eine ZV mit E[|X|] < oco. Dann heisst die ZV

X(w)=>_ WM(W)

i=1 v

die bedingte Erwartung von X gegeben A. X € L? dh. E [XQ] < 00
E [XY] =Skalar-produkt in L2, Sei Hq = {X € L?LX ist A-number} Wir
wissen, dass E [X] die Funktion E [(X — a)?] minimiert. Bedingte Erwartung
ist eine ZV aus H4 die E [(X — Y)?| minimiert.

Minimum wird auf der Projektion X von X auf H A erreicht, d.h.
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E[(X—X)Y} =0 VY€ Hy

g(V) =E[(X - Y)?] :E[(X—XJFX—Y)?}
:E[(X—X)2+E[(X—X)(X—Y)H
:E[(XMV)?} :g(X)+o+E[(X_Y)2]
> g(X)

SE[X -14]=E [X]lAi] —E Y ajlala| =Elaila] = ;P (4))
=

Eigenschaften ( der bedingten Erwartung).

o E[X|A] = X fiir jedes X A-messbar.

e A=1{0,0} = E[X|A] =E[X]
7.2 Lemma. 1) X = E[X|A] ist A-messbar
2) E[X14]=E [X]lA} VAe A
Beweis. 1) klar

2) AeAs it A= U 4, > E[XL] =B[X52, 14, ] =

A E{X1,4.
Z;L.Ozl E {X]IAW} = ZZO:I E [wﬂ&n] = 220:1 E [X]lAin] E [X ZZO:O ]lAin] =

E[X14]
O

7.3 Lemma. Die Figenschaften (1), (2) sind zur Definition 7.1 dquivalent.
Beweis. e Definition = Eigenschaften ist schon bewiesen.
e Eigenschaften = Definition 7.1

1) X — A—messbar = X € Hy X = 32° a;ll 4,
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9) mit A = A; : E[X1,] = E [X]IAZ} = Elaila] = a;P (4)
E|X14.
= a; = 7£—"’(Aj)l]

O

7.4 Definition. SEi X eine ZV mit E[|X|] < oo, sei A C F. Die ZV X mit
Eigenschaften

1) X ist A-messbar
2) E[X14] =E [X]lA] VA€ A

heifst bedingte Erwartung von X gegeben A

7.5 Satz. Fiir jede ZV X € L' und jede A C F existiert die bedingte
Erwartung und ist fast sicher eindeutig.

Beweis. 1. Fall: X > 0. Definiere Q : F — Rmit Q(A) = E [X14]. E]|[| X]] <
00 = Q(A) ein endliches Mal und falls P(4) = 0 = Q(4) = 0 =
@ < P =-. Nach Radon-Nikodym-Satz 4 eine .A—messbare Funktion X:

Q(A) = [, XdP VAe AX ist f.s. eindeutig = E [)A(]IA} O

7.2 Eigenschaften von bedingten Erweiterungen
A X A—messbar = E [X|A] = X fast sicher
B o(X) und A unabhéngig = E [X|A] = E [X] fast sicher.

Beweis von B:. E[X]| = const = E [X] messbar bzgl. A = (1)

EE[X]14] = E[X]P(A)
E[X1s = E[X]E[Li]=E[X]P(4)

b= BIXL) =B+ @)
O

C ElaX + bY|A] = aE [X|A] + bE [Y|A] fast sicher

D X <Y fast sicher = E [X|A] < E[Y|A] fast sicher

Beweis. E [XHA] =E[X14] <E[Y14]=E {?]IA} fiir jede Menge A C
A. Dann fiir A == {X — Y > ¢} gilt: OZE[(X—?)HAE} > Elela] =
eP(Ae):>P(A€):0Ve>0:>P<X>Y):O:P(X§?>:1 O

E X,>0:X,1X mit E[X]<oco=E[XA TE[X|A]



4 KAPITEL 7. BEDINGTE ERWARTUNG UND VERTEILUNG

Beweis. Y, =X —-X,,,Y, |0

Nach Eigenschaft D gilt: E [Y},|.A] ist monoton fallend und E [Y,,|A] > 0 =
E [X,,|A] monoton wachsend und < E [X|A] = Jlim, o E[Xy|A] und
ist A-messbar. [, lim, o E [Yo|A] <= [, E[Y,|A]dP = [, Y,dP ==

[4 lim Y, dP = lim,, . E[Y,|A] = 0fs. = hmnHOOIE [Xn|A] = E[X]A]
-
- O

P E[E[X]A] = E[X]
G Falls X A—messbar, ist E[|Y]] < oo, E[|[| XY]] < oo, so gilt E[XY|A] =
XE[Y|A]
Beweis. XE[Y|A] ist A-messbar = (1). Also miissen wir zeigen, dass
E[XY14] = E[XE[X|A]14] AcA (7.1)
a. Fall: X =1p,B € A. Dann gilt:
E[XY14] =E[Y1anp] =E[E[Y|A] 1ans]

=E[1gE[V|14]]
=E[XE[Y|A]14]

b. Fbll: X = >""  ¢lp,B; € A. Dann folgt (*) aus Linearitit der be-
dingten Erwartung.

c. Fell: XY >0 3{X,} an einfachen ZV: X T X. Dann (*) fir einfache
Funktionen folgt

/XYdPH/XnYdP:/XnE VA dP—>/XE V| A] dP
A A A A

= (%)
ARl X=Xt - X" Y=Yt-Y"~

H (Turmeigenschaft) A4; C As — o—Algebra. Dann gilt: E [E [X|A]]As] =
B[E [X|A2] [A1] = E [X]A4]

Beweis. Beweis von H: E [X|A;] ist A —messbar ZV. Da A; C Aj so ist
E [X]A;] — Ag-messbar. Dann nach A: E[E[X|A;] |A2] = E[X]A]. Fur
jedes A € A; gilt:

/AIE[X]Al] dP—/AXdP—/AIE[X]Ag] ap
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Mit anderen Worten:
EE[X|A9)14] =E[E[X|A;]14], A€ A
= E[E [X|Ag] |A1] = E [X]A4]

Falls X € L? soist Y — E [(X — Y)?] minimal fiir Y = E [X|.A], wobei
Y € {alle A — messbare ZVn mit der 2.ten 7}

|E [X]A]| < E[|X][A]
Sei ¢ eine konvexe Funktion, E [|¢(X)|] < oo, E[|X]|] < co. Dann
E [¢(X)|A] > ¢(E [X|A])fast sicher (Jensen’sche Ungleichung)

Beweis. gx(y) = %ﬁ(x%y € Z\{z}

1) ¢—konvex = g,(y) monoton

2) D™ (z) = limyy, g5 (y) und D (z) = limy|, g.(y) existieren.

3) ¢(y) = d(x) + (y — )9z (y) > ¢(2) + (y —2)D~(z) y<=w
o(y) = ¢(x) + (y — )9 (y) > ¢(2) + (y —2)D¥(z) y >z
= ¢(y) = ¢(x) + (y —2)D" () Va,y

4) D*(x) ist monoton (Klenke Satz 7.7) = D™ (x) ist messbar.

5) Y =Xz =E[X|A] = ¢(z) > ¢(E[X|A])+(X-E [X]A]) DT (E[X]|A])
MR B [6(X)|A] > G(E[X|A]) + E[(X — E[X|A] D*(E[X|A])]
Nach 4) ist DT (E [X].A]) A—messbar. Dann E [(X — E [X|A]) D™ (E [X|A])|A] =

DH(E[X|ADE (X — E[X|A])|A] = D™ (E [X|A])(E [X|A]-E [E [X]|.A] |A])

—_—

=E[X|4]

0
0
7.6 Definition. E [X|Y] =E[X|o(Y)]

7.7 Satz. Ist X eine o(Y)—messbare ZV, so existiert eine messbare Funktion
¢ :R—R, sodass X = ¢(Y).

Beweis. i.Schritt X =14, A€ 0(Y) Ac oY) < 3B e BR): A=
Y~Y(B)
Definiere ¢ = 1p X =14 = ]lY<—1) =1lyep =o(Y)
B

ii.Schriitt X ist eine einfache Funktion. X = Y7  ¢;l14,,A4; € 0(Y), ¢ =
Z?:l Ci]lBi wobei A; = Y_I(Bi)

iii.Schriiitt X ist beliebig = {X,,} von einfachen Funktionen, so dass X,, —
X. Nach 2. Schritt, 3 Folge {¢n}, so dass X, = ¢n(Y).
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iv.Schrivtt Defniere B = {z € R : lim,_.o0 ¢(2) existiert} € B(R) und
definiere ¢(z) = { Mmoo Pn(@), T EDB

0, v e B ist messbare =
X =¢(Y)

O

7.8 Definition. Sei ¢ = E[X|Y] = ¢(Y). Dann ¢(Y) heifst der bedingte
Erwartungswert von X gegeben {Y = y}

E[X|Y] = E[X|Y = y] |,—v

7.3 Bedingte Verteilungen

7.9 Definition. P (B|Y =y) = E[1p|Y = y] heift bedingte Wahrschein-
lichkeit von B gegeben {Y = y} P (B|A) = E [1p|.A] heifst bedingte Wahr-
scheinlichkeit von B gegeben A

P (BJA) (w), P (-|A) (w) ein W’Mafs ist? Sei { B;} eine Folge von parrweise
disjunkten Mengen. Dann P (| J;2, B;|A) = > | P (B;|A) fast sicher. < 3
Nullmenge N({B}) : P (U2 BilA) (w) = > P(Bi|A) (w) VYw € Q\
N({Bi})

7.10 Definition. Die Funktion P (w, B) heift reguldre Version der bdingten
W’Keit gegeben A falls:

a) Fiir jedes Q > w ist P (w, ) ein WMaf auf (Q, F)
b) Fiir jedes B € F ist P (-, B) eine Version P (B|.A)

7.11 Definition. Sei X eine reelle ZV. Die Funktion P (w, A)heift regulére
Version der bedingten Verteilung von X gegeben A, falls

a) Fiir jedes w € Q ist P (w,-) ein W’Mak auf (R, B(R))
b) Fiir jedes A € B(R) ist P (-, A) eine Version von P (X € A|A)

Seien (X,Y) ZVen mit gemeinsamer Verteilung, die absolut stetig bzgl.
A ® p ist. Die Dichte f(x,y)

P((z.y) € A) = /A F(@. A % p( de, dy), A€ B(R?)

Klar, dass fy(y) = [ f(z,y)A(dx) die Dichte von y bzgl. y ist. Definiere
S (@) fy(y) falls >0
Py (XIY) = A

) Dann gilt: P (X € B]Y =y) =
0, sonst
fB fX|Y(X|Y))‘dx
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Beweis Obige Aussage. Aus der Definition von bedingten W’keiten folgt,
dass P (X € B|Y = y) durch folgende Gleichheit definiert is:

P(XEB,YGC):/CP(XEB|Y:y)Py(dy)

L ([ rvxivinaa)) sentan = [ ([ faytelns,utan ) s
:/Bxcf(l‘»y))\®u(d:c,dy)

=P((z,y) e BxC)=P(ze B,y ()
S E[g(@)Y =] = /R 9(2) fxpy (X|Y)A(dz)

= Efg(a)|Y] = ( / g(z)fX|y<x|y>A<dx>) ey
]

7.12 Satz. Fur jede reellwertige ZV X emistiert die regulire Version der
bedingten Verteilung von X gegeben A (ohne Beweis)

7.13 Satz. Sei P (w, B) die requlire Version von der bedingten W’Keit ge-
geben A und sei v € L'. Dann gilt:

E[X|A] (w) = /QX(w)P (w,dw/) f-s.

Beweis. iibung O
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Kapitel 8

Martingale

8.1 Definition. Eine monoton wachsende Folge 7y C F; C Fy C ...
von o—Algebren heift Filtration. Ferne eine Folge von ZVen (M,,) heift
adaptiert an die Filtration (F,) falls fiir jedes n > 0 M,, F,,-messbar ist.

Martingal
8.2 Definition. Eine Folge von ZV (M,,) heift ¢ Supermartingal » bzgl.
Submartingal
Filtration F,,, falls:
M1 (M,,) ist an F,, adaptiert

M2 E[|M,|] < oo, ¥n >0

M3 E [Myi1|Fp]

IV IA

8.3 Bemerkung. e (M,) ist Supermartingal < (M,,) Submartingal

o (M,) ist Martingal < (M,,) Submartingal und Supermartingal

8.4 Beispiel. Seien (X;) unabhéngige ZVen mit E [| X;|] < oo Vi > 1 Definiere

My=0M; = Z?:lXi,n > 1lund Fy = {@,Q}, Fn = O’(Xl,XQ,.. . ,Xn),n >
Martingal

1. Dann ist (M) ein { Supermartingal , bzgl. F,, < E [X;]
Submartingal

Vi>1

IV IA

Beweis. M1) Hy = 0 ist Fp—messbar, X,, ist F,—messbar, falls k£ < n
= > p 1 X, ist F-messbar.

M2) (Mp) <3k y [ Xl = E[[Mp[] < 375 E[|Xn]]

9
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M3)

E [Mn+1‘Fn] =E [Mn + Xn+1|Fn] E [Mn‘f-n] +E [Xn+1|fn]

! n + E [XnJrl] Mn

IV IA

Roullette:

e Am Anfang setzt der Spieler 1 €auf Rot
e Hat er verloren, so setzt er 2 €auf Rot

e Hat er wieder verloren, setzt er 4 €auf Rot
usw.

Halbmathematische Modell: (X ) unabhéngige ZVen mit P (X, = +2%) =
3 (X, ist der Gewinn in der n-ten Runde). Definiere M, = Y p_; Xj (=

Gesamtgewinn in erster n-Spieler). Defniere T = (inf,;,){k > 1 : 3 > 0}
Ein- =

8.5 Lemma. Ist (M,) ein Martingal bzgl (F,,), so ist M, ein Martingal bzgl
(o(My, My, ..., My,))

Beweis. M1) ist o(My, My, ..., M,)—messbar
M2) E[|M,]] < oo

M3) My F,—messbar und F C F,, Vk < n = M, ist F,—messbar Yk < n
= O'(Mo,Ml, e ,Mn) CF,Vn>1E [Mn+1‘0<M0,M1, .. ,Mn)] =
E [E[My41|Fn) |o(Mo, My, ..., M) = 2B [M,|o(Mo, My, ..., M,)] =
M,
O

8.6 Bemerkung. Wenn man “(M,) ist ein Martingal” ohne Angabe der Filtra-
tion (Fx) sagt, so meint man “(M,,) ist Martingal bzgl. o(My, My, ..., M,)”

Martingal =
8.7 Lemma. Sei (M,,) ein < Supermartingal 3 so gilt: E[Mp41] 8 < » E[M,] Vn >
Submartingal >
0
Beweis. E[My41] =E[E[Mpt1|Fa]] 8 < p E[M,] O
>

2Turmeigenschaft
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8.8 Lemma. Ist (M,,) ein Martingal bzgl. (Fy,) so gilt: BE[My|Fi] = M; i <
n

Beweis. 1 =n E[M,|F,] = M,
i=n—1E[M,|F,—1] = M,_1 nach (M3)
i —1i—1: Sei E[M,|F;] = M; schon bewiesen E [M,,|F;_1] = E [E [M,|F] |Fi-1] =

M3
E [M;|Fi—1] M-y
]

8.9 Lemma. Sei (M,) ein Martingal bzgl. (F). Ferner sei ¢ eine konvexe
Funktion (¢ : R — R). Ist E[|¢(My)|] < co Vn > 0 so ist (¢p(M,)) ein
Submartingal.

Beweis. (M7) und (Ms) sind klar. (M3) : E [p(My1]|Fn] > ¢ (B [Myi1]Fn))
—_—

Mn
O

8.10 Bemerkung. Der Beweis vom Lemma zeigt auch die Aussage: Ist (M)
ein Submartingal und ¢ isteine konvexe, monoton wachsende Funktion mit
E[l¢p(My)|] < 0o ¥n > 1, so ist (¢p(My,))n>0 ein Submartingal.

8.11 Beispiel. Wenn (My) Martingal ist, dann sind (M2), (|M,|) und (M)
Submartingale, fallsdie entsprechende Interaktionsbedingung erfiillt ist.
8.12 Beispiel. Ein Anleger kauft My Aktien einer Firma. Wy=Wert der Ak-
tien beim Kauf. Y,, = Kurs einer Aktie n Tage nach dem Kauf W,, = Wert
von Aktien n Tagen nach dem Kauf M,, = Anzahl der Aktien im Besitz des
Anlegers zwischen Zeitpunkten (n-1) und n

Forderung M, ist o(Yo,Yn,...,Yn—1)—messbare. Es ist einfach zu sehen:
Martingal

Wy = Wyt + My (Y, — Y,—1) Falls (Y},) ein Supermartingal ist, so
Submartingal

gilt:

E[W,] = E W] + E[Hn(Y, — Vo]
= E[Wno1] + E[E[Mp(Yy — Yo_1)|Fnoi]] = E[Wp_1] + E [MuE [(Yn — Yn1|Fn1]]

8.13 Definition. Die Folge (M, ),>1 heifit previsibel bzgl. (F,), falls M,
Fn_1—messbar ist, n > 1

8.14 Satz. Sei (Y,,) ein Supermartingal bzgl. (Fy,). Falls (M) [previsibel
bzgl (Fy) ist, und 0 < Hy, < ¢y, dann ist

n
((H —Y)n:= Z M;(Y; — Y]1)> ein Supermartingal
=1 n>0
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Beweis. (M1) und (My) klar.
(Ms):
E [(Hy)n+1|fn] =E [(HY)n + Hpp1 (Yn+1 - Yn)|-7:n]
= (HY)an+1 E [(Yn+l - Yn)‘}—n] < (Hy)n

~~

<0

O

8.15 Bemerkung. Satz 8.14 laft sich fiir Submartingale und Martingalefor-
mulieren. Im letzteren Fall reicht es |M,| < ¢, zu fordern.

8.16 Definition. Eine ZV T : Q — Ny U {oo} heifit Stoppzeit bzgl. (F,,) ,
falls {T =n} € F, Vn € Ny (& {T' <n} € F, Vn € Ny)

8.17 Beispiel. Sei (M,,) irgendeine Folge von ZVen und sei A € B(R). Dann
ist T'=inf{k > 0: M) € A} eine SZ.

Beweis. {T =0} = {Hp € A} € o(Mp) Fiir jedes k <1 {T =k} = {My =
AC,Ml:AC,...,MnflAC,MnEA}CO'(Mo,Ml,...,Mn) O

8.18 Satz. Ist die Folge (M,,) ein Supermartingal udn T eine SZ bzgl. der-
selben Filtration (Fy,), dann ist (Mran)n>0 ein Supermartingal (mit a Ab =
min{a, b})

Beweis. H,, := 17>,
{T>n}=|{T'<n-1}| € F,-1= H, ist F,_i1-messbar H,, ist previ-
sibel

(H— M), = ZHi(Mi - M; 1) = Z Lir>iyM; — Z Lir>iyMi—a

i=1 =1 =1

n n—1
=D LrsgMi— Y UyrsjyM; =
i—1 =0
n—1
=yr>my Hp + Z Lirsiy — Yyrsipny | Mi — Lyr>13 Mo
i—1 ey
n—1
= LiponyHn + Z Milp=; — Mo Lyr>1y
i=1 SN——

=1-17—9

n
=1ironyHn + Z Milyr—i — Mo
i=0
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n—1
Mrpan — Mo = Mypn (Z Lyr—iy + ]1{T>n}> — My

i=0
n—1

= Z Mranlr=i + Mranlirs,y — Mo
i=0
n—1

= Z Milyp—iy + Mplir>,y — Mo
i=0

= Mppn0My = (MM),, n>0Da0< H, <1 nach Satz 8.14 ist die Folge
(M H),, ein Supermartingal = Mpu, — M ist ein Supermartingal = (Mpa,,)
ist supermartingal. O

8.1 Fast sichere Konvergenz von Martingalen

Sei (M) ein Submartingal, a <b e R Ny = —1

Nop_1 = lnf{l > Noy_o: M; < a}

Ngn = mf{z > N2n—1 : ]\4Z > b} fir alle n >1

Mn,, , < a&Mp,, >bVk>1

Wir werden sagen, dass (M,,) zwischen Na,_1 und Ny, die n-te Aufkreuzung
tiber Interval (a,b) hat. Setze U, = sup{k > 0 : Nox < n} = Anzahl von
Aufkreuzungen bis zum Zeitpunkt n.

[(Mn—a)*|-E[(Mn—a)*]
b—a

8.19 Satz. Ist (M,) ein Submartingal, so gilt E [U,] < £

Beweis. ¢(x) := a+(x—a)’ ¢ ist monoton wachsend und konvex. Dann, nach
8.10, ist (Y, := a+ (M,, + a)"),>0 ein Submartingal. Ausserdem, (M,,) und
(Y,) haben die gleiche Anzahl von Aufkreuzungen iiber (a,b). Definiere H; =

] << . . >
{ 1, falls Nop_1 <i < Noifirein k >1 Bs gilt: (b— a)U, < (HY), =
0, sonst

E[Un] < % (MY), = Z?:l M;(Y; — Y1) = Z?:1(Yi —Yio1) =

S (1=M)(Yi—Yim1) =Y, —Yo— (1= M)Y),, Ausserdem gilt: {1—M; =

0} = {M; =1} = g2 {Nag—1 < i < Nag} = UpZy ({Nog—1 < i =1} N {Nap, >0 — 1}
= M, ist previsibel bzgl (F,) Salz g 14 ((1 = M)Y ), ist Submartingal

FESETE (1 - M)Y),) 2 E[(1~ H)Y),] = 0= E[(HY),] = E[Y,] -
EYo]-E[((1 = M)Y)n] < E[Ya]-E[Yo] = E[(M, — a)"]-E[(M —a)F] O

8.20 Satz (Martingal Konvergenzsatz). Sei (My) ein Submartingal mit sup,,>q E [M,[] <
oo. Dann konvergiert My, f.s. gegen eine ZV Mo, mit E[|[Mso|] < 00

Beweis. a,beR,a <b

E[M,] + |al

E[U,] <
[Un] < b—a

(M +a)t < M7 +a| ,E [(My—a)*] > 0)
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U, 1 U € ]0,00] Nach Satz von Monotoner Konvergenz

E[M;}F
E[U] = lim E[U,)] §SupM<oo

n—oo n b—a

= u < oo fs. (P(u=o00)=0)

n—0o0 n—00

=P (liminan <a<b< limsupMn> =0

=P | |J {liminf M, <a<b<limsupM,} | =0
n—oo n—o0
a<beQ

= P (liminf M,, <limsup M,,) =0
= P (liminf M,, = limsup M,,) = 1
= M,konvergiert f.s. My, := lim M,

E[M%] = E [lim M:}] = E [liminf M,] < liminfE [M}] < oo
E[M5)] < liminfE [M, ]
=E[M,] =E[M,;] -E[M,) <E[M,] —E[M] = supE [M,] <

O
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