g’;) (0) ist endlich = E [|X|k} < 00 Durett Ch.2 Section 2.3 exercise 3.17:
Ein Beispiel fiir ¢ (0) < oo aber E[|X|] = oo

5.20 Satz. Ist (") (0) endlich, so ist B [|X\(2”)] < 00

Beweis: nur Fall n=1.

/

men e L [¢(20) —¢'(0) | ¢'(0) — ¢'(2h)
¢ (0) = Jim 5 [ o0 * 20 ]
i ©2h) = 6'(=2h) UHospital | ¢ (2h) — 26(0) + ¢'(=2h)
h—0 4h h—0 4h2
1 . A 1 A ) 2
— T — 1(2h)X —i(2R)X | _ Y thX  ihX
_%13%4h2E[6 2te }_%%4#1*3[(6 ¢ ”

%ii% 47}11215 [((z’2)sin(hX))2] = jimE {XQ (Sm;h)?)gﬂ
<_E [)(2 lim (Sin(hX))2] = -E[X7]

h—0 hX
=E[X?] < —¢"(0) O

5.3.1 Inversionssitze und Eindeutigkeitssatz

5.21 Satz. Sei X eine ZV mit Charakteristischer Funktion ¢. Fir alle Ste-
tigkeitspunkte a < b von Fx gilt:

1 9.9 6—itb _ 6—ita
Fx(b) — F = lim — O R e —;
x(b) — Fx(a) o | o(t)e i

5.22 Lemma. Sei Y ~ N(0,02) und unabhingig von X. Dann hat X +Y
die Lebesgue-Dichte

1
o7

O () / p(t)e T 2e7iqs £ e R
R

Beweis. Verteilung von X + Y = Faltung von Py und Py.

1 _(@—y)?
e 27 Px/(dy)

1) (z) = /R fr (@ — y)Px (dy) = /[R

2mo?

(Z ~ N(0,6%) = ¢z(t) = e 1°/2)

= e2s2 = Charakteristische Funktion von A/ (0, %
2
57 __ it 1 —o2x2/2

= 202 _fRe ——e 12dy

2T =
-2



Mit t= (y-x):

g)(m) i(y—x)u—u 02/2du Px(dy)

/]R 2702 / /9
1 .
_ i(y—z)u—u?0?/2
o7 e </Re du) P,(dy)

1 ; 2
2 - yu —i(zu—u20?/2)
27 e /R(e P.(dy)) | e du
=¢(u)
1
— 27 ¢(u)e i(zu—u 02/2d
T JR

Beweis Satz 5.21.

Fxiy(b) — Fxyv(a / F(a)dw = /;;ﬂ (/R ¢(75)€_022t2€_mdt> dx
— / qs(t)e* : ( / bemdx> dt
& o (225

Px.+y = Pxioz, wobei Z ~ N(0,1), Z ist unabhéngig von X

= X+0Z L5 X fiire — 0

=X4+0Z5X=>X+Y 5 X firo— 0,
d.h. Fxyy(x) — Fx(z) fir jede Stetigkeitsstelle von Fx

= Fx,y(b) — Fxyy(a) Z=5 Fx(b) — Fx(a)

Also, Fx(b) = Fx(a) = lim (Fx1y (b) — Fxyy(a)) =
1 2.9 e—z’tb _ e—ita
- —o“t
Ty 5 /RW)@ ( —it) ) dt

5.23 Korollar (Eindeutigkeitssatz). Seien X und Y ZVen. Dann gilt:
¢X(t) = qby(t)vt €ER= Py =PFy

= {e* t € R} ist trennende Klasse.




5.24 Korollar. Ist [, |¢x(t)|dt < oo, so hat Px die Lebesgue-dichte

1

(@) = 5 [ o0t (= lim £ (@)

Bewezis.

RN
e (foves)e
[ (& foor=a) - [ o

=f(z)

= Verteilung Px absolut stetig mit der Dichte f(x) O

5.25 Beispiel. ¢(t) =e Il t e R

fX(l') 1 / —ztz¢( ) i _OO 6—itme—|t\dt

o 2T
1 —ztx-i—t 1 /0 —itx—t
= — dt nTL AL
2 ton 2
1 0 1 /[0 ,
- (1 'L:r)dt 4+ = t(1+ztx)dt
27 J_ 2
1 1 1 1 1
= — +— = reR

211 —iX  2r1+4iX  w(l1+4 X%

Diese Verteilung heifsit Cauchy-Verteilung. zP (| X| > z) — Const >0

= kein schwaches Gesetz der grofen Zahlen. /H{an}— —a, & gilt nicht.
Sn - Xl +...+ Xna

s (1) = &5 ( > H¢X< ) He L] — ol

= ‘S;L—" hat Cauchy verteilung

5.26 Satz (Stetigkeitssatz von Levy). Sei (X;) eine Folge von ZVen und
ox,(t) — Smis ¢(t) Vt € R. Dann sind dquivalent:

10 dominierte Konvergenz
" Fubini



(1) ¢(t) ist eine Cauchy/Charakteristische (?) Funktion
(2) ¢ ist stetig an der Stelle 0
(3) {Px,} ist straff.
(4) Px, konvergiert schwach
5.27 Korollar.
Xn 5 X & ¢x,(t) = dx(t) VEER
Satz (Bochner-Khinchine-Satz). Eine stetige Funktion ¢ mit ¢(0) = 1 ist
genau dann eine Charakteristische Funktion, wenn
En: G(ti —tj)Aid; > 0Vt e R\ € C, Vn > 11
ij=1
Satz 5.26.
(1) — (2) Klar.

(3) — (4) Da die Klasse {e'**} eine trennende Familie ist, folgt dies aus dem Satz
5.12

(3) — (1) {P,} ist straff ={°|3P,, und P: P,, % P

= / e p, (dr) 27 / e P(dx) Vt € R
R R
(S S

Pxp,, (1)

2, / " P(dx) = (t) Vt € R
R

= ¢ ist eine charakteristische Funktion.

(2) — (3) : Lemma 5.28

2 1 /M
= limsup P <Xn| > > < limsup/ (1 —ox(t))dt
u

n—oo n—oo N J_p

— [ - a

—Nn

¢ ist steig an der Stelle 0= Wir konnen so ein u, wéhlen, dass

n—oo

2
lim sup P (Xn| > > <eVu<wu.= {Px,}
u

ist straff

5Satz von Prokhorov



O]

5.28 Lemma. Sei X eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion
ox. Fiir jedes u > 0:

P (\X\ > i) < i/:;a — o (t))dt

R s
(e ere

u

/ (1- eim) dt = 2u — / et dt = 2u — / cos(tx)dt — 2/ sin(tx)dt

—u
—_———

=0
)

Bewezs.

uxr

=2u— 2/ cos(tz)dt = 2u <1 -

—u

N i/z (1= éx(t)) dt = 2/R (1 - Sinézx)Px(dx)>
()
> 2/{|z|23} (1 - u1x> P, (dz)
> 2% /|x|>3 Pyde

:P<|X| > i)

5.29 Satz. Seien (X;);>, iid ZVen mit der charakteristischen Funktion ¢(t).

O]

Ist ¢ (0) = ia, a € R, so gilt: "ga

Beweis. qbsn ) = ¢s, (L) = (¢(L)"
¢ ist differenzierbar = (1) = ¢(0) + ¢ (0)7 + o(7), T — 0

t t 1
:>¢(——1+za + o(—) fiir n — oo und jedes t € R
n n



= <¢(:L)>n = (1 —l—ia% +o (;))” LT, eita

sy 22 eftes i e R

n

Stetigkeitssatz von Levy = %" konvergiert schwach, aber e’® ist charakte-

ristische Funktion von ZVY: P(Y =a)=1= % “a= Sn—” Lo O

n
— e* falls z, — x

C(1+22)



Kapitel 6

Zentraler Grenzwertsatz

6.1 Klassischer Zentraler Grenzwertsatz
Seien (X;);>; iid mit E[|X1]] < oo und 02 := Var [X;] € (0,00).
6.1 Satz. Ist o2 € (0,00), so gilt

Sn —nlk [Xl]

no?

= N(0,1)

Falls 0® = 0, so ist X1 eine nichtzufillige Zufallsvariable, d.h.
PXi=E[Xi]))=1=P(S,=nE[X;]) =1

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass E[X;] = 0 und Var[X;] = 1. (Sonst
X;—E[X;]

o

o0 =0s ()= (on ()

2

E[X?] =1 6x,(r) = 1+6 (0 +¢"(0)5

T 2 T ) e () e e s
= (ox () :( o) —eE

n—oo

=>¢S,L()—>6_7VtER

gehen wir zu ZVen Y; =

+ o(7?) fiir 7 — 0

T 1st die charakteristische Funktion von A/ (0, 1) Nach Stetigkeitssatz von
Levy, ’;L = N(0,1) O



8 KAPITEL 6. ZENTRALER GRENZWERTSATZ

6.2 Verallgemeinerung vom ZGWS

6.2 Definition. Fiir jedes n € Nsei k,, € Nund seien (X, 1, X 2,..., Xnk,)
reelle Zufallsvariablen. Wir nennen (X, ;,n € N,1 < k;,) ein Dreiecksschema.
Sei S, = S Xy

X171 Xl,kn
X271 X27k

X;%l . . | X ken
Das Dreiecksschema heifit:
unabhiéngig , falls (X, 1,..., X, 1,) unabhéingig sind, Vn > 1
zentriert , falls X,,; € L' und E[X,,;] =0 Vn, !

normiert , falls X,,; € L? und 2521 Var [X,,;] = 1 (Mit anderen Worten
Var [S,] = 1, falls unabhéngig)

6.3 Definition. a) Ein zentriertes Dreiecksschema heifit asymptotisch vernach-
lassigbar, falls fiir jedes € > 0: lim €I<I%XP (| Xng| >€) =0
E— n—oo [<k,

b) Ein zentriertes Dreiecksschema erfiillt die Lindeberg-Bedingung, falls fiir
jedes € > 0

]- n—oo

kn
b Z 2
Var [S,] < . [X”’l]l{Xﬁ,PEQ Var[Sn] } 0

6.4 Satz (Satz von Lindeberg-Feller). Sie (X,,;) ein unabhdngiges, zentrier-
tes und mormiertes Dreiecksschema. Dann sind dquivalent:

1) (Xy,) erfillt die Lindeberg-Bedingung
2) (Xn,) ist asymptotisch, vernachlissigbar und S, > N'(0,1)

Beweis. Klenke 15.5 O

(X;) iid mit o2 € (0, 00)

v, - Xi-ElXi]

)
’ no?

I <n(=ky)



6.2. VERALLGEMEINERUNG VOM ZGWS 9

= (Y},,) ein zentriertes, norm. und unabh. Dreiecksschema. Var [S,,] =1

~3E [Yn%l]l {Y712J>62}} — nE [Yn%l]l {Y3,1>52}}
=1

=nkE

(X —E[Xa)*
2 X =EX3)2 o
2

no

no
1 2
B ﬁE [<X1 - ElXi)) 1{(X1—E[X1])2>n0262}} —0

nach dominierter Konvergenz.

8m:§.4zl:1 1 —nE]| 1]22 ! 1]_Zyn7li>/\f(0,1)

no? ;

— =
—1 no =1

6.5 Definition. Man sagt, dass das Schema die Lyapunov-Bedingung erfiillt,
falls fiir ein 6 > 0

1 i 2+5] n—oo
(Var [S,])+3 gE el ’

Lyapunov-Bedingung = Lindeberg-Bedingung:

—5 (1246
xZ]l{\x|>a} <a”’ Jz[** Lijz>a V2 €Ra € Ry}

2 _ 2
E Xn,l]l{Xfl,l>62 Var[Sn]}} =E [X”’l]l{\xn,l|>e(Var[Sn])%}]
-
< e’ (Var[S,])2 E [|Xn,l‘2+6 ]1{... }}

S0 (Var [Su]) 7 E [|Xp**]

1

e LB (X2 | < oy EX
Var [S,] nl X2 >e2 Var[Sp]} | =

2+5}
1+5

=1 (Var [Sn]) 2

6.6 Beispiel. Seien (X;) unabhéngige ZVen mit P (X; = £i%) = 3, a € R.

Definiere Y, ; = \/)%,l <mn,

B,, = Var

ZXl] =) Var[Xj] =) >
=1 =1 =1

= (Y1) ist ein unabhéngiges zentriertes und normiertes Dreiecksschema.
Frage: Fiir welche o konvergiert S,, gegen N (0,1)?



10 KAPITEL 6. ZENTRALER GRENZWERTSATZ

a > 5t Hier gilt: By, = Y1 I** ~ 5kon?* fiir n — co. Ausserdem
n
Y E [IYn,zlﬂ ZE |Xl’ = Zﬁa
=1 =1 32 Bﬁ =1
1 Const, falls a < — %
~ —5 ¢ logn, falls o = —3 » ~0
B2 ﬁngo‘ﬂ, fiir @ > —1%

= Lyapunov-Bedingung mit 6 = 1 = >}, ¥,,; — N(0,1)
nX
= Z N (0,1)
o Y21 N v, zr(g )

a+2
a= —% Hier B,, ~logn
SB[Vl = 2 S ] =0

e X
= \/101@ —>N(0,1)

a<—L B, =Y, 1°2 bleibt beschriinkt. Ausserdem 37| E [|Yn7,|2+5] _
3 Yoy 120 > ¢ > 0 = Lyapunov-Bedingung ist nicht erfiillt.

Nach dem Kolmogorov’schen 3-Reihen-Satz konvergiert

n oo
Z Xl fast sicher Z Xl
=1 =1

oy x, () =[x () = [[E [e7"¥] H< e _ma>

=1 =1 =1

= Hcos(tla) e, Hcos(tla) £ e

=1 =1 immer positiv

hat Nullstellen

I Bleibt unbeschrankt
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