Kapitel 1

Mafstheoret. Grundlagen der
W’Theorie

1.1 Mengensysteme
Notation. Q # 0 und 22 = P(Q); A C 22 heifit Mengensystem

1.1 Definition. Ein Mengensystem A heiftt Algebra falls folgende Eigen-
schaften erfiillt sind:

I.QecA
2. AABeA=ANBecA
3. Ac A= A°c A
1.2 Definition. Ein Mengensystem A heiflt o-Algebra, falls 1) und 3) erfiillt

sind und zusétzlich 2) {4, }n>1 C A = ﬂ A, e A

n=1

1.3 Satz. Fin Mengensystem A ist genau dann eine o-Algebra wenn es
folgende Eigenschaften hat:

1. Qe A
2. ABe A= A\Bec A

3. {An}n>1 CA= [ A€ A

n=1
Beweis. = (a) klar

(b) A\B=ANDBalsoklarda Be A= B°c A" S AnBceA
() Ape A=A e A= NAS e A= (0249 =U2, An

1



2 KAPITEL 1. MASSTHEORET. GRUNDLAGEN DER W’'THEORIE

< (a) klar
b) Ac A N AecAd= A€ A

(c) analog wie oben
O

1.4 Definition. Falls F eine o — Algebra ist , so heift (2, F) Messraum
1.5 Beispiel. o A ={0,Q} ist o-Algebra

o A =2%ist o-Algebra

=1

o A— {U(ai,bz']ﬂll <bh<ax<..<a, < bn} ist Algebra, aber keine
U—Algeb_ra

1.6 Satz. Ist T # () eine beliebige Indexmenge und A; eine o-AlgebraVt € T,
so ist Ap = ﬂ A; und ﬂ{A CQ:Aec ANVt €T} eine o-Algebra
ieT ieT

Beweis. 1. Ay ist eine o-AlgebraVie T = Qe A;Vte T = Q € Ar
2. Ac A= Ac ApVteT = A°c A, = A° € Ap
3.
{An} S AT = {An} C A VEET

= [ An € AsVteT

n=1

= ﬁ An € .AT
n=1

O

1.7 Satz. Sei A ein Mengensystem, dann ezistiert die kleinste o — Algebra
o(A) mit AC o(A):o(A) = N F
F:F ist o—Algebra und A€F

Beweis. 2 ist eine o-Algebra und A C 22 = {F : A C F} ist nicht leer

Salzl6 ﬂ F auch eine o0 — Algebra und A C (" F. o(A) heifit die von A
{F:AeF}
erzeugte o-Algebra und A heifit Erzeuger von o(A) O

1.8 Bemerkung. a) A; C Ay = o(A;) C o(A2)

b) A ist genau dann eine o-Algebra wenn A = o(A)



1.1. MENGENSYSTEME 3

1.9 Definition. Sei E C R™. Die von offenen Teilmengen erzeugte o —
Algebra (E) heikt Borel’sche o-Algebra. Die Elemente von B(E) nennen wir
borelsche Mengen. Seien a,b € R"; a < b; a1 < bi,as < ba,...,0m < bm.
Definiere offene Quader (a,b): (a1,b1) x (az,b2) X ... X (am,by). Genauso
definiert man [a, ], (a, b], [a,b), (—o0, b], (—o0,b), [a,00) und (a, co).

e ={A CR™ A offen}

e —{A C R™: A abgeschlossen}
€5 —{AC R™: A kompakt)

er —{(ab): a,b € Q™ und a<b}
es —{Jab): a,b € Q™ und a<b}
es —{(a.b]: a,b € Q™ und a<b}
er —{Jab]: a,b € Q™ und a<b}
es ={(—00,b): b € Q"}

g ={(—00,b]: b € Q}

10 —{(a,00): a € Q}

enn —{[a,00): a € Q"}

€12 ={B,(z): 2 € Q",r € Q}

1.10 Satz. Die Borelsche o-Algebra B(R™) wird von jedem der Mengensys-
teme €1, ...€12 erzeugt.

Beweis. €1) Ist Erzeuger per Definition
) e Ace = A°€ e = (A9 € &2 = € C o(e2) L o(er) C
o(o(e2)) = o(e2)

e Acea=A°cCex= €3 Coler) = o(e2) € o(e)

€1) €4 C €1 = 0(eq) C o(er)
A C R™ offen: Vo C A J(a(x),b(z)) mit a(x),b(z) € Q™ und
(a(z),b(x) e A= A= U (a(x),b(x)) = A € o(eq)
e ANQ™
= €1 Co(eq) = o(e1) Co(o(eq)) = o(er) C o(eq)
= o(€1) = o(eq)
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1.2 Zufallsvariablen

1.11 Definition. Seien (21, F1) und (g, F2) zwei Messrdume. X : Q1 — Qo
heift messbar (oder ZV mit Werten in (2, F2)), falls

X_I(A) ={weQ: X(w)e A} e FIVA € F»

1.12 Bemerkunyg. 1. Ist F; = 2 so ist jede Zufallsvariable X messbar;
das gleiche gilt fiir F» = {0, Q}

2. Ist 1 = {0, 0} und Fo # {0,Q2} so ist X : Q1 — Qo messbar
& X(w)=Xw)Vw,w €

1.13 Satz. X : (1, F1) — (Q2,F2). Das Urbild
XN F)={X"1(A4),Ac R}

ist die kleinste o-Algebra, beziiglich der X mef$bar ist. (Wir werden o(X) :=
X~YF) die von X erzeugte o-Algebra nennen)

1.14 Definition. Sei I # () eine beliebige Indexmenge und Vi € I sei
X; : (Q,F) — (4, Fi). Dann heift o(X;,i € 1) == o (U U(XZ-)> die von

el
{Xi,i € I} erzeugte o — Algebra

1.15 Satz. Seien (1, F1) und (Qg,Fs) Messriume und sei A C 292 mit
o(A) = Fy. Dann ist X : Q1 — Qo messbar < X 1(A) e Fi VA€ A

Beweis. = offensichtlich.
= F={Ac2?: X"Y(A) cF}

Al): X_l(QQ) =Wl eF=>0cF

A3 Ace F={we: X(w)e A} e Ay
=Fio2{we; : X(w)e A} ={weQ: X(w) € A%}
= A°e F

A2) (Al eF={w: X(w)eA, e Frvn>1
= ﬂ{w:X(w)eAn}:{w:X(w)e mAn}
n=1 n=1

= (An€F

n=1

ACF=Fr=0A) CF
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1.3 Wahrscheinlichkeitsmalie

1.16 Definition. Sei F eine Algebra auf 2. Die Funktion p : F — [0, 00)
ist ein Mafs, falls

pl) p(@) =0

p2) {An} C F paarweise disjunkt mit U A e F
i=1

% <U Ai) = ZM(Az’)
n=t =1

Ferner heifst ein Mafs pu:
e Wahrscheinlichkeitsmaf, falls () =1

e cin endliches Maf, falls u(€2) < oo

o o-endliches Maf, falls 3D, : | ] D = Q

n=1

1.17 Beispiel. Lebesguemafs auf
e [0,1] ist ein W’ mafs
e [a,b]; a<b; a,be R ein endliches Mafs

e IR ist ein o-endliches Mafs
(Dn = [_nan] = U;;o:l Dn = R, )\(DN) =2n< OO)

1.18 Satz. Sei P : F — [0,1] eine additive Mengenfunktion mit P(2)=1.
Dann gilt: P ist ein W’maf§ <

n—oo

oo
P stetig von oben <Bn ODB,.1Vn>1=P (ﬂ Bn> = lim P(Bn)>

n=1

Beweis. = P sei Wmak. B, D Bp41Vn>1; Cp, := B, \ Bpy1 Vn > 1
{C},} paarweise disjunkte Mengen

- (0o () oo

i=1

U p(B,) =P <G Bl-) + i P (Cy)
i k

=1 =n
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n=1: P(By)=P <ﬁ Bi> + iP(C’k) = iP (Cp) konvergiert

:ip(ok 122 0= P(B,) = P(ﬁBl +ZP (Ch)

——0
= lim P (B (ﬂ B; )
< A, paarweise disjunkte Mengen und [j A, €F.
n=1
Additivitat von P = P (D Ai> =P (O A,‘) + P ( [j Ai)
i=1 = 1=n+1

iP(A —nlLIroloZP _nlgroloP<OAi>:
1=1 ]

(09)-r(0)-
i=1 i=n+1
=P (DAZ> _711520]3< - AZ-)

i=1 i=n+1

(e.) o0
U A; = B, O Bp4+1 und ﬂBiZQ
1=n+1 i=1

= lim
n—oo

Stetigkeit von oben: lim P ( U Ai> =limP(B,) =P =0

i=n+1
=P (U Ai> =) P(A
i=1

i=1
]

1.19 Beispiel. (0,1] = Q, e = {(z,y) : 0 <z <y < 1}, Y(z,y) € € ist die
Léange des Intervalls y-x

n
A= {U(ﬂfz’,yz'] n>1,0<z <y <x2<....§1}

i=1

n n
Lange von U(xz, yi| = Z Yi — T
i=1

i=1
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1.20 Definition. Eine Mengenfunktion p* : 2 — [0, oo] heifit duferes Maf
falls:

L p*(0)=0
2. p* ist monoton, d.h. p*(A) < p*(B) falls A C B
3. w* ist subadditiv, d.h.

(G) i:: n) V{A4,} € 29

n=1

ACQ=3{B,} CFmit AC | JB,, (B1=9Q, Bi=0Vi>2)

n=1

v(A) = {die Menge aller Uberdeckungen von A}
P*(A inf P(B
( ) {Bn}ev(A (Z )

1.21 Lemma. Die Funktion P* ist ein dufleres Ma]? Ferner sind {A,}
paarweise disjunkte Mengen aus F, so gilt: P (U;—1 An) = > ioq P(4;)

Beweis. 1. P*(0) =0,B, =0VYn>1; {B,} € v(0)

iP(Bn) 0= P*() =0
n=1

2. A C B = jede Uberdeckung von B ist auch eine von A
= 7(A) 27(B) = P*(A) = inf,(4) < inf,(p) = P*(B)

3. ve>0vnz13{B7<g>}°°: ;ip(Br(;;)) < PH(A) + =

2TL
GA < UB(" d.h. B €7<UA> VYm,n > 1
n=1 m=1

= P* subadditiv.
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Es bleibt noch zu zeigen: {A,,} paarweise disjunkt und 4,, € A
oo o0
P (U An> = ZP(A
n=1 n=1

n—1
Sei {B,} € v(A) = C, = By,Cy = ByN BS,...,Cp = By N <ﬂ Bf),
i=1

= {C,} paarweise disjunkt und C,, € AVn > 1, U C, = U B,
n=1 n=1

= V{B,} € v(A) I{C,} paarrweise disjunkt, {C),,} € v(A)

74(A) = {Menge aller paarweise disjunkten Uberdeckungen von A}

Wegen Monotonie von P: P(C),) < P(B,) Vn < 1= ZP(CH) < Z P(By,)
n=1 =
= P*(A)= inf P(By,) inf P(C,
) {Bn}GW(A); ( T {Caleruta z::

C8

Seijetzt{Cm}E'yd< >:>U A, NCp) =A, € A; Vn>1
n=1

n=1

ZPA NCp) V> 1
m=1

= i P(4,) = i i P(A, N Cy,) T i i P(AyNChp)
n=1

n=1m=1 m=1n=1

i:lP(AnﬂCm) (c m(UA)) Cin) VN > 1

Nﬁoo:ZP(AnﬂCm)gP(Cm)mzl

n=1

= P(An) < ) P(Cw) H{Cm} € 7a(4)

n=1 m=1

Z:: = (Caieniu mz

(G-

{A}EW(UA>

'Monotonie von P
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() -Sorin
n=1 n=1

Wir schreiben AVB = (A\ B)U(B\ A) = (AN B°) U(A°N B)

p(A, B) :== P*(AVB) O
Eigenschaften (von p:). a) p(A4,B) = p(B,A), p(4,A) =0

b) p (A, B) = p(A, B)

¢) p(A,C0) < p(A, B) + p(B,C)

Beweis. d) A=, 4,), B=U,~, Bn

(O)o ()] [()~ (G2

UJ (A B5) (45N B,)

n=1
[es)

[(An N By) U (A5, N By)] =

n=1

- G (A A By)

n=1

= P(AA B) * (U A, A Bn> ZP* (A, A By)
n=1 n=1

e) ACBU(AAB)und BC AU(AA B)
= P*(A) < P*(B)+ P*(AA B) und P*(B) < P*(A)+ P*(A A B)
= —P*(AA B) < P*(A) — P*(B) < P*(AA B)

AAB=

(@

U

1

n

O]

1.22 Definition. Die Menge A C 2 heifst approximierbar, falls es eine Folge
A, C A gibt, mit p(A, 4,) 220
F := {Menge aller approximierbaren A€ Q}

1.23 Lemma. F ist eine o— Algebra

2Mon. von P*
3-Subadd.
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Beweis. Al) Jede Menge A € A ist approximierbar und Q € A= Q € F

A3) A € F= 3{A,)} C A: p(A, An) "% 0 fiir p(A°, A%) 2 p(A, Ay) —
0= Ace F

A2/) {A,} paarweise disjunkte A,, € F, n > 1. Zuerst zeigen wir, dass wenn
oo

{4,} C A, dann gilt U A, eF

n=1
> P(An) =) PHA) S PHQ) =1= > P(Ax) > 0;Yn — o0
n=1 k=1 k=n

(Go4)(0.4)- o

k=n+1 k=n+1

Sei jetzt {An,} € F = 3{Bn} C A, so dass p(A,,B,) < 55,n > 1

oo ) 2L i

n=1

x
Ausserdem haben wir bewiesen, dass U B, e F

n=1

(Y0 2o (G- 0m) (0 o)

<e n—oo

0

HC8

LnJ >§6V6>0

= lim p (
n—oo

:xyglﬂlgop(UAn,UBk)—o:,UA cr

n=1 k=1 n=1
O

1.24 Satz (Caratheodory’s Fortsetzungssatz). Das W’maf P auf A kann
auf genau eine Weise zu einem W’maf auf F fortgesetzt werden.

Beweis. YA € F. Wahle P(A) = P*(A) = P(A) = P(A); VA€ A
= P(Q) = P(Q) = 1 = bleibt nur o-Additivitit von P zu zeigen.
Zuerst zeigen wir, dass P additiv ist, d. h. A, B disjunkt

= P(AUB) = P(A) + P(B)
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A B:ANB=0,A,BeF F{A.},{Bn}:p(An,A) — 0und p(B,,B) — 0
€)
PH(A) = PH(A)] 2 p(AU B, Ay U By) < plAn, A4) + p(Bry B) — 0
P*(A,UB,)=P(A,UB,)=P(A4,) + P(B,) — P(A, N By) (1.1)

PHA) = P*(4,)] 2 p(ALA,) — 0

= P*(4) = lim P*(4,) = lim P(A,) (1.2)
P*(B) = lim P(B,) (1.3)

P*(A, N By) < P*(A, N B) + P*(B, N B)
< P*(A, N A®) + P*(B, N B)
< p(A, Ap) +p(B, By) — 0 (1.4)

P*(AU B) = P*(A) + P*(B) = Additivitiit von P.
Seien {Ax} paarweise disjunkte Mengen aus F. Additivitit von P

o (0n) e oo O a)

n=1 k=1 k=n+1
k=1 k=1
_7 (fj Ak) > S Py
k=1 k=1
P (z Ak) P (z Ak) <3P = 3P
k=1 k=1 k=1 k=1
k=1 k=1

Sei jetzt Py eine weiteres WMak auf 7 : P1(A) — P(A4); VA € A Wir

nehmen an, dass: 349 € F : Pi(Ap) — P(Ap) = € > 0. Nach Lemma 1.21
By} € vi(Ao) so dass > po P(By) — P*(Ap) < €/2
——

P(Ag)

(e 9]

= P(Ag) = P(Ap) + Z —e/2+6—2p )+ €/2

p"qg

Py (By)+¢€/2

i

1
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Ay C ZBk Widerspruch = P;(A4p) < ZPI(Bn)
k=1 n=1

Pl(Ao) > 6/2 + iPﬂBQ = Pl(A) < P(A) VA e F
k=1

Py ist WMak = |Py(A) — Py(B)| < PI(AA B) < P(AA B) = p(A, B)

A7 318, 1 p(A, B,) — 0= |P(A) — P(By)

= Pi(A) = lim P|(B,)= lim P(B,)=PA)VAEF

n—oo n—0o0

O

Korollar. FEin W’Maf§ P auf Algebra A kann auf genau eine Weise zu
W’Maf8 P auf o(A) fortgesetzt werden.

1.25 Bemerkung. Sei P ein W'Maf auf o—Algebra F, sei A eine Algebra mit
0(A) =F. Dann gilt: VA€ F3{A,} CA: P(AAA,)—0

1.26 Beispiel (Lebesgue-Mak auf [0,1)). A = {2, [an,bn)} = Lebesgue-
Mafs auf F. F heift Lebesgue’sche o—Algebra. F D B([0, 1]).

Ny ={Ac20Y:3B e B([0,1]) mit A\(B) =0 und A C B}

JA e N, : AeB([0,1))

Definition (Motivation:). P W’Mafs auf (2, F1), P» W’Mak auf (2, Fy), F;
die jew. o—Algebra. Wir wissen P;(A) = Py(A)VA €€, ¢:¢e C Fi,e C Fa.
Wann konnen wir sagen, dass P, = P, auf o(e)

1.27 Definition. € heiftt 7-System, falls es schnittstabil ist, d.h. A, B € ¢ =
ANBee

1.28 Definition. £ heifit A-System, falls gilt:

Ll) QeL

L2) ABeL:BcA=ABeL

L3) {A,} C LA, S A= AeL
1.29 Lemma. Sei € ein Mengensystem. Dann existiert das kleinste A-System
0(e) mit e C o(e) :

o(e) = N
{L ist X-system und eCL}

1.30 Satz (Dynkinscher m — A-Satz). Sei € ein m1—System, dann: o(e) = §(e)
Beweis. “2* Da jede o-Algebra ein A-System ist: o(€) D (e)

“C“ VB € §(¢) definiere Dp = {A € §(¢) : ANB € §(€)}. Zuerst zeigen wir,
dass Dp ein A\-System ist:
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Ll) QNB=Be€j(e) = Qe Dp
L2) Al,AQEDB:AlgA2:>(AQ\Al)ﬂB:(AQﬂB)\(AlﬂB)E
—_——

——
€4(e) €4(e)

5(6) = (A2 \Al) S DB

L3) Dp DA, 1 A= ANB = (U An) NB=|J(4.NB) €d(e) =
n=1 n=1

A€ Dpg

Nach Vorraussetzung gilt: A, B€e = ANB ce=¢C D VB € € Aber
d(e) ist das kleinste A- System, das e enthélt. Dann d(e) C Dp VB € €

= fir A€ eund B € d(e) gilt AN B €€ i(e)

= A€ DyVA € e und VB € §(¢)

= e C DVB € d(e) = 0(e) C DVYB € ()

VA,B € 6(e) gilt: AN B € d(e)

Al) Q€ de
A3) A,Bed(c)= A\B=A\(ANB) € 6(c)
(e)
€d(e

A2") {A,} Cé(e)

U An = 41U (A2, A1) U (45 \ A1)\ A2) U (A1 \ A1)\ A2)\ 45) U .
n=1
O
k=1

n oo o
{B} paarweise disjunkt = U By U B, = U Ag € 6(e)
k=1 k=1 k=1

1.31 Satz. Sei € ein w-System. Seien Py und Py, W’Mafle auf (2, F1) und
(Q, Fa). Falls P1(A) = Po(A) VA € €. Dann gilt: Pi(A) = Py(A) VA € o(e)

1.32 Korollar. Sei P ein W’Maf auf (Q,F), F eine o-Algebra, so ist
P durch die Werte auf jedem schnittstabilen Erzeuger von F eindeutig be-
stimmdt.

Beweis. L = {B € o(e) : Pi(B) = P»(B)} Wenn wir zeigen, dass £ ein
A-System ist, dann folt aus 7 — A-Satz: o(e) = d(e) C L

Ll) QeL

L2) A,BGEBQA:Pl(A\B) :Pl(A)—Pl(B> :PQ(A)—P2<B) =
Py(A\B)= A\BeF
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L3) {B,}: B, /B = Pi(B) = lim Pi(B,) = lim P(B,) = P»(B) =
B e L. Also ist L ein X - system

1.4 Das Integral bzgl eines W’Malfies

(1) Die Funktion ¢ : © — R heifst einfache Funktion, falls

¢(u}) = ZaﬂlAi (w)Az eF,a; e R= / ¢dp = ZGZP(AZ)
i=1 Q i=1

/Aqde = /Q(gb]lA)dP:;AiP(AmAi)

(2) Integral von einer nicht negativen Funktion

1.33 Lemma. Sei ¢ > 0-messbar. Dann existiert eine Folge ¢, von
einfachen, nicht negativen Funktionen, so dass ¢p(w) /" ¢(w)Vw € Q

1.34 Lemma. Seien {¢,} und {¢n} mit ¢, /" ¢ und 1, /" 1. Dann
qgilt:

n—oo

lim | ¢ndP = lim | ¢ndP / $dP = lim / bndP, & / &

1.85 Bemerkung.

/ ¢dP = sup {/ YdP : 0 <y < ¢, p-einfache Funktion }
Q

Beide Definition sind dquivalent.

(3) Integral von einer messbaren Funktion

¢*(w) = max{0, $(w)}
¢* (w) = max{0, —p(w)}

Inhaben wir [, ¢TdP und [, ¢~ dP definiert. Falls [, ¢TdP < oo oder
Jq® dP < oo, kann man das Integral [, pdP = [,¢~dP — [, ¢tdP
definieren. Die Funktion ¢ heift integrierbar, falls [, [¢|dP < oo

(& [q¢TdP < oo und [ ¢~ dP < o0)

} = ¢1, ¢~ sind messbar und ¢ = ¢ — ¢~

Definition (Eigenschaften vom Integral).
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1. Falls ¢ integrierbar ist (¢ € L*(P)), dann gilt: P (A,) — 0
:>/ ¢dP — 0
An

2. {A,} sind paarweise disjunkt und U A, =Q

n=1

:>/QqﬁdP:§/Anqde

3. /Q(a1¢1+a2¢2)dp—a1/g¢1dp+a2/ﬂ¢2dp

4. ¢§¢:>/Q¢dP§/Q¢dP

5. ‘/QMP‘ g/ﬁ\@dp

6. P({¢:0}):1<:>/¢dpzo, Vo > 0
Q
7. Majorisierte Konvergenz: v € LY(P) und {¢,} = |pn| < ¥, Vn > 1.

Dann gilt: ¢y, (w) — ¢(w); Yw € Q = / opdP — / odP
Q Q

8. Monotone Konvergenz ¢ (w) / ¢(w) = [ ¢ndP — [, ¢dP

9. Fatou’s Lemma: ¢ € LY (P),{¢n} : n > ¢
= / liminf ¢dP < lim inf/ ¢ndP
Q Q
. . . A
Sei 1 ein endliches MaR auf (Q, F) = P(A) = % = [Ydp = pu(Q) [, pdP

1.36 Lemma. Fir jedes o—endliche Maf$ p auf (Q, F) gibt es ein W’Maf
auf (2, F) und ein f > 0 messbar :

M(A):/AfdP VAeF

[ edn= [ @opar

Integral bzgl. p:
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Beweis. p ist o—endlich = {B,,} paarweise disjunkt, | J B, = Q, u(B,) < o

. > uw(ANBy)

P(A) = 2 (B VAe F
2 wQNB,) .,

Pl ); M;nH(Bn)) - ,;2 -

= P ist o-additiv, also ist P ein W’Mak.
Definiere

f(w) ist messbar, da alle B, messbar sind.

/ fdP = lim | f,dP
A n—oo A

Wir kénnen schreiben: f;, (w 22 w(Bp)lp, (w), n>1
k=1

AﬂB)
k k k) _
=>/fndP §j2 (By)P(AN By) = 2‘2 (B~ B "

=Y u(ANBy) “=5 > u(AN By)
k=1 k=1

j/fdp_ZuAmBk (U AﬂBk)>=u(A)
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1.5 Zerl. von Mafien & Satz von Radon-Nikodym

Seien p und v zwei MaRe, Wann kann man sagen, dass u(A) = [, fdv?

1.37 Definition. a) p heifst absolut stetig beziiglich v, falls u(A) =0, VA
mit v(4) =0 (p < v)

b) p heift singular beziiglich v, falls 3A : u(A) = 0 und v(A°) =0 (u L v)

1.38 Beispiel. 1) p ein Zahlmak auf Z, d.h. u(A) =|ANZ|, VA € B(R)
= p ist singulér bzgl. Lebesgue-Mak. A = R\ Z = pu(R\Z) = 0
Lebesgue(Z) =0

2) w(A) = [, e 1r, (z)dz = p < Lebesgue-Mak
A: Lebesgue(A) = 0= [, e *1g, (z)dz =0

1.39 Satz (Lebesgue’scher Zerlegungssatz). Seien p und v zwei o —endliche
Mafe auf (Q, F). Dann ldsst sich p auf eindeutige Weise zerlegen: pn = piqc +
s Mit pge K v und s L v. vs hat Dichte bzgl v, d.h. 3f >0

tac(A) = / fdv, YAeF
A
1.40 Satz (Radon-Nikodym:). pu, v seien zwei o—endliche MafSe. Dann gilt:
,u<<V<:>E|f>O:,u(A):/fd1/, VAeF
A

f ist eindeutig bis auf Werte auf Nullmengen von v.

Beweis. Seien f1, fo zwei Dichten. 3H{ B} : B, T Q und v(B,,) < oo Vn > 1.
Definiere A, = B, N {f1 > f2}

0= w(A) = p(An) = [ o= [ fav = /A (fo = fo)dv

:/(fl—fZ)]lAndV
0

= v({(h—f)la, >0} =0=v(dn) =0
=v({fi> L) <Y v{Ah>RINB) =Y v(4)=0 O
n=1

n=1

1.6 Produktmaf und Satz von Fubini

Seien (Ql,fl,Pl) und (QQ,fQ,PQ) zweli W’ Male. A = {Al X AQ,Al S
F1, Az € Fo} ein Mengensystem auf Q1 x Q9 o(A) = F
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1.41 Satz. Es gibt genau ein W’Maf P auf (21 x Qa, F) mit der Eigenschaft
P(A1 X Ag) = Pl(Al)P2<A2) VA, € Fi, A € Fy

(P heif$t Produktmafl, P = P; x Py) = Per Induktion kann man Py x Py x
X Ppoauf F=0({A1 x -+ x Ap, A1 € F1}) definieren.

Beweis. Siehe Durrett, A1 und A6 O

1.42 Satz (v. Fubini). Sei f : Q) x Qo — R messbar. Ist f > 0 oder
f|f’dp < o0 (P P x PQ), so gilt

/521x92 fab = /Ql < 0 f(x1=$2)P2(d$2)> Pi(dz,) =

— /Q2 ( N f(:nl,xg)Pl(dwl)) Py(dz2)



Kapitel 2

Zufallsvariablen und
Verteilungen

2.1 Verteilungsfunktion
(Q, F, P)ein W Raum und X eine Zufallsvariable mit Werten (R, B(R™))
2.1 Definition. a) Das W’Mak Px auf (R™, B(R™)) definiert durch
Px(B) = P(X~Y(B)), VB € B(R™)
heifit Verteilung von X.

b) Die Abbildung Fx : R™ — [0, 1] gegeben durch

o0

Fx(z)=P <ﬂ{XZ- < a:i})
i=1

heifst Verteilungsfunktion von X = (Xq,..., X;,)
m=1: = Fx(z) = P{X <z})=P(X <x)

Eigenschaften. F1) F ist monoton wachsend, (F(z1) < F(z2), Vz; < z3)

F2) lim F(z)=1und lim F(z)=0

T—00 r——00

F3) F ist stetig von rechts, d.h. x,, | © = F(x,) — F(z)

Beweis. F1) {X <z} C{X <o} Vo <9
= F(x1) = P({X <x1}) < P({X < a2}) = F(a2)

F2) ap, | —0: A, ={X <a,} = A, | 0 also
lim F(a,) = lim P (X < ap) " 2% @) =0
n—oo n—oo

19
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F3) B, ={X <@,} = B, | (] Br "2" {X <}
k=1
Stetigkeit von oben: lim F(z,) = lim P(B,) = P(X <z)= F(z)

n—oo n—oo

O

2.2 Beispiel. a) Ist p € [0,1]P({X <1}) =1— P ({X <0}) = p, so heifst
Px Bernoulli-verteilung mit Parameter P.

0, <0
Flz)=P(X<z)=< 1—p, xz€]0,1)
1, z>1
b) a < bP(X € A) = Lebesielled) gy ¢ B(R) = Px—Gleichv. auf
(a,b)
0, z<a
F(l‘) _ P(X < J?) _ Lebesgue((bizo,x]ﬂ(a,b)) _ gg:Z’ T e [a’ b]
1, x>0

2.3 Satz. Sei F eine Funktion mit Eigenschaften Fy, F5 und F3. Dann kann
man einen W’ Raum und eine ZV X konstruieren mit: Fx = F

Beweis. @ =R, F = B(R), X(w) =wVw € R
= Uns fehlt nur W’Maf P.

A= {U(ai,bi]} , wobei (aj, b;) N (aj,b;] =0

i=1

—00 < a; < 00, —00 < b; < o0, (a,00] = (a,0)

A ist Algebra. P : A — [0,1] mit P (U(ai,bi]> = > (F(bi) — Flas)).
i=1 i=1
Man kann leicht, zeigen, dass P o—additiv ist. (folgt aus F1 und F3) und
P((—00,00)) =1 = lim F(z) — lim F(z) = P ist W’ Maf auf Algebra
T—00 r——00

A = Man kann P eindeutig auf o(A) fortsetzen. O
2.4 Definition. Sei F eine Funktion mit F1-F3, so heifst
Fl't)=inf{z €R: F(z) >t}, te(0,1)

Quantilfunktion (verallgemeinerte Inverse).

Alternativer Beweis zu 2.4: Q@ = (0,1), F = B((0,1)), P = A1), X :
Q) — R zu konstruieren. Aus Def. 2.4 folgt: F~'(t) < z & t < F(x) Vz €
R, t € [0,1]. F~1(t) ist eine messbare Funktion. = X (w) := F~1(w) ZV

Fx(z)=P(X<z)=P{w:X(w)<z})=P({{w:w < F(z)}) = F(X)
g
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2.5 Definition. a) Die Verteilung Px von X heift absolut stetig, falls Py <
Lebesgue-Mak auf R™

b) Die Verteilung von X heift diskret, falls 3{z;} C R™ : Px ({zx}) >
o0
0Vk>1und » P ({zx}) =1
k=1
Bemerkung. Es kann Mischformen aus den Verteilungstypen geben: Px =
aPW 4+ 5P@ wobei P absolut stetig und P®@ diskret, a,b>0,a+b=1
2.6 Bemerkung. Aus dem Fortsetzungssatz folgt:

Py absolut stetig < Fx () = [*_ fx(u)du f; > 0—messbar. Ist Px absolut
stetig, so ist Fx f.ii. dlﬁerenmerbar = fx(z) = dei;(x)

2.7 Definition. Eine Verteillungsfunktion F heifst singulér, falls:
a) F ist stetig
b) Entsprechende Verteilung ist singular beziiglich dem Lebesgue-Mafs

2.8 Beispiel. Cantorfunktion F(x) ist stetig, Maf von Punkten auf denen F
konstantist:%+2%+42L7+...:%220:0(%) % -1

C»J\NJ

2.9 Satz. Fir jede Verteilungsfunktion F(x) kann man Fy(x), Fy(x) und
Fi(x) finden mit F(x) = rFo(z)+pFa(z)+qFs(x), 7,¢,p 2 0 und r+p+q =
1. Diese Darstellung ist eindeutig

Beweis. Nach Lebesgue’schem Zerlegungssatz existiert eine Zerlegung,
Px(B) = pa(B) + ps(B), VB € B(R)

wobei hier tq < Lebesgue-Mafk | us L Lebesgue-Mak. B = (—o0, z]

= Fy () = [*_ f(u)du + iy (00, 2]).

fﬁc
Fos(z) = {f°° u)du 7 fw)du >0

0, sonst
r= 7 fw)du, Q@) = ps ((—00, 7))
e Zuerst finden wir alle {z;}, so dass us ({;}) > $(# < 2)

e dann finden wir alle Punkte mit ps({z;}) > £(# < 3)

e Alle Punkte mit ps({z;}) > L1(# < n)
{z1}72, die Menge aller Spriinge der Funktion Q(x) ist abzéhlbar.

> wl{m)) = D P({i})

K rreK
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Sk Pl &
= Fule) = S By P 2 T )

g(z) = F(z) —rFy(xz) — pFy(x) Funktion g ist stetig und wenn g(co0) >
0, dann ist Verteilung mit Verteilungsfunktion gg(( )) singulér beziiglich

Lebesgue-Mak ¢ = g(00), Fy(z) = gg(gg)

2.2 DMomente

2.10 Definition. Sei X ZV. Die Groke [, XdP heift Erwartungswert von
X, falls das Integral Sinn macht, d.h. ([, XTdP < oo oder [, X~ dP < o)
(i. Z.: B[X] = [,, XdP)

2 11 Satz Set X :  — R™ eine ZV, h : R™ — R — messbar. Dann gilt:
me PX d:l?)

Beweis. 1) Sei h eine einfache Funktion:
Zaz]lA ] Zal {XEA} ZaiPX(A):
i=1
/ (Z a;1a,(z ) (dz)
—_——

h(x)

2) Sei jetzt h > 0= 3{h,}: h, >0, Yn>1und h,(x) T h(x)Ve € R™

=E [h(X)] = lim E [hn(X)] = lim hn(x)PX(d:E) moné{om;

n— o0 n—oo Jpm

~ [ n@)Px(do)

3) h=ht+h"
E[h(X)] =E [h*(X)] —E [~ (X)]
— [ w@pddn - [ 1@Pstn) = [ 0 @Py(a
0

2. 12 Korollar a) Ist PX absolut stetig mit der Dichte f(x), so gilt
= | x)dz
Rm

b) Ist Px diskret, so gilt: E[h(X)] = > roq h(zk)P(X = xi)
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2.13 Definition. a) E[X"] heifft n-tes Moment von X
b) Var[X]:= E [(X —E [X])Q} heift Varianz.
Eigenschaften ( von Var[1]:). 1. Var[c] =0

2. Var[X] =0 JdceR: P(X =¢)=1

3. Var [X + ¢] = Var [X]

4. Var [eX] = ¢ Var [X]

5. Var[X] = info E [(X — a)?]

2.14 Satz (Markov’sche Ungleichungen). Sei X eine ZV, f : Ry — Ry
monoton wachsend. Dann gilt fir alle € > 0 mit f(e) > 0 gilt:

E[f(X])]
P(IX][>¢) < NG

Beweis. A ={|X| > ¢} = J(IX]) = F(X)La+ F(X])Lac

= E[f(IXD] = E[f(IXDTa] + E[f(|X])Tac]

> E[f(IX)Ta] = E[f(e)La] = f()E [14]
= [(e)P(4)
Bemerkung (Einige Spezialfille). 1. P(|X| > a) < EH;(H a>0

2. P(|X —E[X]| > ¢) < Y2 (Chebyshev Ungleichung)
E[e)‘X] . Az
3. P(X > a) < —~ VA >0 (folgt aus Satz 2.14 mit f(z) =e

2.15 Satz (Jensen Ungleichung). Sei ¢ : R — R eine konvexe Funktion.
Dann gilt: $(E[X]) <E[p(X)] = E [X?] > (E[X])?, E [eY] > X

2.16 Satz (Holderische Ungleichung). p,q € (1.00) : % + % =1

Q|-

E(X Y]] < (E[X[")r (E[Y]9)
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Kapitel 3

Unabhangigkeit

3.1 Unabhangigkeit von Ereignissen und Zufallsva-
riablen

3.1 Definition. I sei eine Indexmenge, {4;,7 € I} eine Familie von Ereig-
nissen.

(a) Die Familie {A;,7 € I} heifst unabhéngig, falls fiir alle endlichen Teil-
mengen J C I gilt:

P4 ] =]]rA)
jeJ jeJ
(b) {A;,i € I} heiit paarweise unabhéngig, falls P(A; N A;j) = P(A4;)P(A))

3.2 Beispiel (Beispiel von Bernstein). eine Seite rot, eine griin, eine schwarz
und eine rot-griin-schwarz. Seien:

o A, = {Wir erhalten eine rote Farbe}
e A, = {Wir erhalten eine griine Farbe}

o A, = {Wir erhalten eine schwarze Farbe}

1 11
= A,, As, As paarweise unabhéngig, aber
P(A, NAgNA) = % la % = P(A;)P(As)P(4y)
3.3 Satz. Sei {A;,i € I} eine Familie von Ereignissen . Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

25
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a) {A;,i € I} sind unabhdngig

b) Ja € {0,1} : {B,i € I} ist unabhingig wobei B? := A;, B} = A¢

¢) {B{",i € I} ist unabhingig Vo € {0,1}

Beweis. Ubung O
3.4 Satz (Borel-Cantelli Lemma). Seien {A;};>1 Ereignisse. Sei:

A* = m U Ay, = {A, tritt ein fir unendlich viele n}

m=1n=m
a) Ist Y o2 P(A,) < 00, so gilt P(A*) =0
b) Ist {A,} unabhingig und Y 7 | P(A,) = 00, so P(A*) =1

Satz. Ist {A,} unabhingig, dann gilt: P(A*) =0 < > > | P(A,) < o0

Beweis. (a) P(A*) <1 lim P A, | <l P(An) =0
eweis. (a) P ( )mgnOO (nUm >lnr?—§;lop7;n (An)

(b)
rurnr((@,5)) (09

m=1n=m m=1n=m

~ g (0 )

n=m

00 M
() (015)

Jetzt geben uns die Unabhéngigkeit von {A4;} und Satz 3.3, dass

M M M
P(ﬂ A;g> = [T Peas) =TT (1= P(aw)

M M
1—J:§e_1VxE]R:>P<ﬂ A;) < H e~ P(An) — o= oL, P(An)

n=m

o0
=P ( ﬂ A;) < limsup e~ Lntm P(An) — 0,

—
ne=m M—o00

L Gleichheit gilt, wegen Stetigkeit von P <Bm = U Ap = Bp O\ ﬂ B, = A*>
n=m m=1

25-Subadditivitit von P
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M
da — > P(Ay) 5 o0
:>P<ﬂ A%):O:>P((A*)C): lim 0=0

O

3.5 Definition. Sei I eine Indexmenge und A; C F Vi € I. Die Familie
{A;} heifst unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt:

Pl (4| =]]P) VA4, €4

jeJ jeJ

3.6 Definition. ZVen {X;,i € I} heifen unabhéngig, falls {o(X;),7 € I}
unabhéngig ist.

3.7 Bemerkung. Aquivalent kannn man Unabhingigkeit von ZVen so defi-
nieren: {X;,7 € I} unabhéngig < VJ C I endlich:

P ﬂ{Xj €Bj}| = H P(X; € Bj) VB, € B(R)
jeJ jeJ
o(X;) ={X; '(B),B € B(R)}

3.8 Satz. Sind {A;,i € I} unabhingige m-Systeme, so sind {o(A;),i € I}
unabhdngig.

Beweis. D; = A; UQ = D; ist ein m—System Vi € I. Ferner sind {D;,i € I}
unabhéngig. o(A;) = o(D;) Vi € I. Sei J C I endlich, jo € J

Unabhéngigkeit von D; impliziert P ﬂ Al = H P(Aj), Aj € D;.
Jje€J Jj€J
Definiere L=¢ A F: P [ AN ﬂ A; | =P(A)- H P(A))
jeNJo JeNTo
Es gilt:
1. D, €L
2. L ist ein A-System (Ubung) = Nach m — A-Satz, o (Dj,) C £
= {0(Dj,),Dj,j € J \ jo} unabhéngig.

Mit Induktion: {o(D;),j € J} sind unabhéngig. O
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3.9 Korollar. ZVen {X;}, sind genau dann unabhingig, wenn:

n

P(X) <x1,...,Xn < ) :HP(Xi <) Vo; €R

=1
3.10 Korollar. Seien
Fia, o Flm
f2,17 . 7f2,m2
fn,la 'Naj:n,mn

unabhdngige o-Algebren. Sei A; := o U Fij |- Dann sind {A;}; unab-
j=1
hdngig.

m;

Beweis. SeiD; = U Aij A € Fij . Offensichtlich ist D; ein m7—System
j=1

fir alle i. Auferdem sind {D;};" ; unabhéngig. Nach Satz 3.8 sind {o(D;)};-;

unabhéngig. Aber U Fij CDi=0 <U .7-"”> C o(Dj) = {A;i} sind unab-
j=1 ———

héngig. O

3.11 Korollar. Sind

Xl,la . 7X1,m1
X1, - X2 my
Xn,la v 7Xn,mn

unabhingig und f; : R™ — R messbar fir i € [j,n]. Dann sind
{fi: (Xi1, ..., Xim,)} iy unabhingig.

3.2 Eigenschaften von unabhangigen Zufallsvaria-
blen

3.12 Satz. Seien Xy,...,X, unabhdngige Zufallsvariablen, dann hat der
Vektor (X1,...,X,) die Verteilung Px, x Px, X ---x Px,
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Beweis. VAy,..., A, € B(R) :

P((Xl,,Xn)EAlxXAn):P<ﬁ{Xz€AZ}>

i=1

n n

= HP(XZ S Az) = HPXz(A

i=1 i=1

= Die Verteilung von (X7i,...X,) stimmt mit Px, X --- x Py, iiberein auf
A={A e B(R"): A= A; x---x A,}; Aist ein 7-System und ein Erzeuger
von B(Rm) PSS by LX) = @1, Py, auf B(R?) O
3.13 Satz. Seien X und Y unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilungen

Px und Py. Ist h : R? — R eine messbare Funktion mit h > 0 oder
E[h(X,Y)|] < 0o so gilt:

By = [ ([ nxesn)

Bemerkung (Spezialfall:). h(X,Y)= {(X)g(Y). Falls f >0, g > 0oder E[| f(X)]] <

00, E|g(Y)]] < o0, so gilt:

Bewezis.

E[h(X,Y)] = /R (X Y)P(X,Y)(de,dy) = /R h(X.Y)Px(dx) x Py(dy)

Fubini /R ( /R h(X,Y)Px(dx)> Py (dy)

Im Spezialfall:

B[] = [ ( [ #e0sPx dx>) Py (dy)

- Cman) (o

Elg(Y) ELf ()

O]

3.14 Korollar Sind X1, ..., X, unabhingig und E[|X;|] < co. Dann gilt

HX] HIE |. Auferdem, wennE [X2] < 00, dann Var [y ;| X;] =
S Var [X,]
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Beweis. Seien X1 und X3 unabhéngig.
Var [X1 + Xs] = E [(X1 Y Xy —E[X] - E [XQ])Q}

_E [(X1 ~E[X1])?+2(X; —E[X1])

(Xo — E[Xa]) + (Xo — 2}
= Var[Xi1] +2 E[(Xi [ 1]) (X2 —E[Xo])] + Var [X5]
E[(X1 —E[Xi])]E[(X2 — E[X2])]

O

3.15 Definition. Seien XY Zufallsvariablen mit E [X2] < 00, E [YQ] < 00.
Dann heift Cov[X,Y] = E[(X —E[X]) (Y — E[Y])] Kovarianz zwischen X
und Y. Sind X,Y unabhéngig so sind sie auch unkorrelliert (:= Cov[X,Y] =
0). Umgekehrt gilt das nicht.

2
Bemerkung (Beispiel). Sei X ZV mit der Dichte und Y = X2

ot E
Cov[X,Y] =E[(X —E[X]) (Y —E[Y])] = E[(X — E[X])(X*> - E [X?])]

=E[X(X*-1)]=E[X?] -E[X]=0

Satz (Formel fiir die Varianz).

Z Xl] = Z Var [XZ] + Z COV{Xi, Xl]
1=1 i=1

il=1
i£l

Var

3.16 Korollar. Sind X,Y unabhdngig, so gilt:
P(X+YeA)= / Px (A —Y)Py(dy) fir A e= B(R)
R
Beweis. h(X,Y)=14(X +Y). Nach Satz 3.13 :

P(X +Y € A) = E[h(X,Y)] = /R ( /R 1a(X + Y)PX(d:U)Py(dy))

:/R</R]1AY(X)PX(da:)> Py (dy)

3.17 Definition. Das WMak P; x Py(A) = [z PiI(A — Y)Py(dy) heift
Faltung von P; und P»

O
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1.

Konstruktion von endlich vielen, unabhingigen Zufallsvaria-
blen

Sei Q = (0,1)",F = B((0,1)"),p = Lebesgue-Maf auf (0,1)". Dann
sind & : (¢(w) = w;) unabhéngig = Wir haben n unabhéngige ZVn
auf einem Raum, aber alle §; sind gleichverteilt auf (0,1)". Xy,..., X,
X; = F)}il (&). Alle X; sind Funktionen von unabhéngigen ZVen =
Alle X; sind unabhéngig.

. Beliebig viele unabhingige ZVen

Sei I eine Indexmenge, Q = (0,1)7. Die Menge A C (0,1)! heifit zylin-
drische Menge, falls A = @),.; A; wobei nur endlich viele A; # (0,1)
sind. 7 = o({A: A ist Zylindermenge}). Jede Zylindermenge mit Ba-
sis J hat das Mak p(A4) := [[;c;A(4;), wobei A das Lebesguemal
darstellt. Seien J; D Jy zwei Basen von A, dann ist Py, (A) = Py, (A).
Also hier haben wir eine Familie { Py} von Mafen.

Kolmogorov’scher Satz

Es gibt genau dann ein W’Maf P auf ((0,1)!, F), so dass P(A) = P;(A) VA
mit Basis J VJ. {(&) = w; wieder unabhéngig = || unabhéngige Zufallsva-
riablen. {X; = Fy'(&),i € I}.

3.3 Kolmogorov’sches 0-1-Gesetz

d

ﬂ U An) € {0,1} falls {A;} unabhéngig.

m=1n=m

3.18 Definition. Seien {X,};>; unabhéngig. Die o-Algebra

oo
F = ﬂ o(Xn, X+ 1,...) heifst terminale o-Algebra
n=1

3.19 Beispiel. a) {An}n>1 € B(R)

A = {X,, € A, fir unendliche viele n}

= Uixied} = U{xie A}

n=1 i=n n=N i=n

absteigende Folge €o(XN,XN+1,---)

o

= Ac ﬂ o(XN,XN+1,...) = A ist terminales Ereignis.

N=1
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b) Xi,Xs,... unabhéngige ZVen. S, => " | X;,n > 1

{Sn } {Xk-i-Xk—l-"'-f-Xn
on ol =

n n

Sn
—>—}:>{n—>n}€.7-"

€o(Xp, Xpt15--)

3.20 Satz (Kolmogorov’sches 0-1-Gesetz). Seien {X;} unabhdngig. Dann
gilt P(A) € {0,1}VAc AecT

Beweis. F, = 0(X1,Xo,...,Xp),n > 1= F, C Fry1 Vn > 1. Das Men-
gensystem A = |77 | F,, ist eine Algebra. Ausserdem gilt: 7 C o(A).
= 3J{A,} € A: P(AAA,) — 0 fir n — o

(Folgt aus Bemerkung zum Fortsetzungssatz). Ferner sei ky, : A, € F,, fiir je-
desn>1.DaAe U(an+1,an+2, ... ) und A4,, € fkn = O'(Xl,Xg, ey an)
(Fk, und o(Xg, +1, Xk, +2, .. ) sind unabhingig voneinander)

= P(ANA,) =P(A)P(A,) Vn > 1.

P(A,NA) = P(A) — P(A\ A,) —2— (A).
%,_/ n—oo
<P(AAA,)—0
und P(A,) = P(ANA,) + P(A4,\ A) — P(A)
N———
<P(AAA,)—0
= P(AN A) = P(A) = P(A)P(A) O

3.21 Beispiel.

Erinnerung;: g — =00 und E - < 00
n
n=1 n=1

S0, Xu wobei {X;} iid sind, P(X; = +1) = 1

n=1"n

oo
X
A= {Z == konvergiert} €T = P(A) €{0,1}
n
n=1
3.22 Beispiel. {X;} unabhéngig, S, = > " X;
= lim infn_ms% und lim sup,,_, % sind f. s. Konst. mit Werten in [—o0, co].
Y := limsup — Ve € R gilt {Y < ¢} € T Nach 0-1- Gesetz: P({Y < ¢} €
n

n—oo

{0,1}. Wahle b = inf{c: P{Y <c¢}) =0} € [-00,00] = P(Y =b) = 1.



Kapitel 4

Gesetz der Grofien Zahlen

4.1 Konvergenz von Folgen

4.1 Definition. Seien X, X1, Xs, ... Zufallsvariablen auf dem W’Raum (Q2, F, P)
1. X, 2stsdher, ¥ palls P ({w : limy oo Xn(w) = X(w)}) = 1
2. X, 2> X stochastisch (oder in W’keit), falls

P(X,—X|>€e) ———0Ve>0

fir n—oo

3. (X € LP, falls E[|X|’] < o0). Sind z,, € LP und = € LP, dann sagt
man : X, 2 X, falls E[|X,, — X|'] —— 0
n—oo

4.2 Beispiel. Q = [0,1], F = B(]0,1]), P = Lebesgue-Maf auf [0,1].
Alz[oalé] A2:[171]

2
A= d) a= a=by A=

X, =14, = E[|X,['] = E[|X,|] = P(4,) — 0 = X,, konvergiert gegen 0
in P und in Wkeit. Auf der anderen Seite: Vw € Q VN € N dn(w) > N :

Xn(w) (w) =1

= {w : limsup X, (w) =1} =Q

n—oo

=P ({w : lim sup X, (w) = 1}) =1

n—oo

= P({w: X,(w) —0})=0

4.3 Lemma. Fualls x, il X, so kann man eine Teilfolge X, finden, so dass
Xnk fast sicher X

33
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Beweis. P(|X,, — X| > ¢€) — 0, Ve > 0. Wahle ny, so:

P(|Xpn, — X| > €) < {5,Vk > 1. Dann gilt:

P(sup |Xn, — X| > €) = P(| J{|Xn;| > €}) <D P(| X0, = X| > ¢)
i=k j=k

fast sich
Y = Supanj—X )

P
,YkﬁOiYk

(Dies folgt aus der Eigenschaft: Falls X, L, X und {X,} ist monoton, dann
konvergiert X, fast sicher, X) (Ubung!) O
4.4 Satz. Seien 0 < p1 < p2. Dann gilt:

P P
)X, Y5 x=x,25x

P
2) | Xn| <Y Vn>1undY € LP. Dann gilt: X, Lo=x,550

Beweis. 1) Jensen-Ungl.: E [|Xn — X]Pl} < <E [[Xn - X\PQDgé —0

2)

Bl = [ ppars [ ppar
{IXn|<e} {IXn|>e€}

< EPP(|X,] <€) +/ Y|P dP
{1 Xn[>e}

E[Y?] < 0o und P(|X,| >€) — 0= Y|P dP — 0 fiir n — o0
{IYm|>e}

= limsupE [| X,,[’] < €’ Ve >0 = limsupE[|X,|’] =0=E[|X,[’] = 0
n—oo n—oo

O

4.5 Definition. Die Folge {X,,} heifit gleichméfig integrierbar, falls

N—oo

SUpE (| Xo| Lyjx,2n)] —— 0
n>1
Fiir eine gleichméRig integrierbare Folge {X,,} gilt: supE [|X,|] < ¢ < o0
n>1

4.6 Satz. Ist {X,,} gleichafSig integrierbar, so gilt: X, X = Xn 2 x.
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Beweis. Zuerst zeigen wir, dass X € L'. Fiir alle N >0 und € > 0 :

E [min{|X|, N}] = E [min{| X|, N} x,_x<0)]
+E [min{|X| ,N}]l{\Xn—X|>e}]

NP(|Xp—X|>€)—0

= E [min{|X|,N}] = nh—>HoloE [min{\X! :N}]l{\Xn—X\ge}]

E [min{|X|, N}y, xj<q] < Emin{|X,| + ¢, N}] < E[[X,]] + e
<supE[|Xy|] +e<c+e
n>1

=E[X|]<c+eVe>0

E[|Xm — X[] =E [|Xm — X|1x,-x|<c}]

+E[|Xm — X 1yx,—x|e@.n)] + [ Xm = X[ Tx,—x (>8]
=: FE1 + Ey + B3

Ei <eP(|X,—X|<e¢)<e
Ey < NP(|X, — X|>¢) —0firn— oo

Als néchstes: {X,,} gleichméfig integrierbar = {X,, — X} glm. integrierbar.

= lim supE [|Xn - X 1{|anX|>N}] =0

n—op>1

= B3 <supE [|X,, — X[ 1yx,_x>n3] — 0 fiir N — oo
n>1

= limsup,, ., E[[X; — X|] < e+ 0+ sup,>; E [|Xn - X| ]l{anX}>N] O

4.7 Korollar. X, L X&E [|Xn|p+a] <cVn>1lundeina>0=X, L,
X

Beweis. Ubung O

4.2 Schwaches Gesetz der grofsen Zahlen

Seien Xi, Xy, ... Zufallsvariablen auf einem W’Raum (Q, F, P). Sei S,, :=
i Xim =1

4.8 Definition. Man sagt, dass {X;} geniigt dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen,

falls Sn=Fl5al 7, g
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4.9 Satz. Seien {X;} unkorreliert (E[X;X;] = E[X;] E[X;] mit Var [X;] <
¢ < oo fir alle i > 1. Dann geniigt {X;} dem schwachen Gesetz der grofien
Zahlen.

{Xi} unko.

Beweis. Var [S,] Yoy Var[X;] <c¢,Vn>1

Sn—E[Sn]

2
] _ Var[1] S, ne c

= — =0

O

4.10 Korollar. Sind {X;}, zusdtzlich zur Bedingung im Satz, identisch ver-
teilt, so gilt:
Sn
n

L EX)).

4.11 Satz. Seien {X;} unabhdngig, identisch verteilt und: nP (| X1| > n) —
0 fiir n — oo. Dann gilt:

S P
- EXlgxcm] = 0.
—_———
=iln

Beweis. Y; := Xilyx,|<n},% > 1. {X;} sind unabhéngig, identisch verteilt.
Setze S, = I, Y.

Sn

r(|%

— — Un

Ferner, {S, # Sy} C U {X: #Yi}.

P<S7L7és7/z) §P<i:U1{Xi?éYi}> <nP(X; #Y;) =nP(|Xs[>n) -0

/

S,

T Hn

Chebyshev-Ungleichung: P (

> 6) < Var[l]S; _ Var[1]Y; < E[Yﬂ

n2e? ne2 — ne?
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Aus der Ubung:

* P(|X;|>z)=0Vz>n n
E [Y7] :2/0 zP (|Y;| > z) dzx < 2/0 2P (|X1] > z) da

vn n
:2/ 2P (|X| >$)d:v+2/ 2P (|X4| > 7) da
0

n

<2sup(xP (| X1| > 2))-vn+2 sup zP (| X1| > z)-n

x>0 z>/n
=Pn
= 2y/n-sup (zP (| X;| > x)) + 2np,
x>0
E [v7]

=

n n—o00

-~

<c<oo —0

2
< — P (| X1| > 2 0
< s (P (Xl > ) 42 po

:P(Srl—un 26) —0
n
O
4.12 Korollar. Ist E[|X;]] < oo, so gilt 2= L E[X4].
Beweis. pn, — E[X;] und E[|X;|] < 0o = nP (| Xi| >n) —0
(E 1X:P] < 0o = 2P P (1X:| > z) 222 0)
O

4.13 Beispiel. Seien {X;} unabhéngig, identisch verteilt mit

P(X1>£L‘>: > [

2xlogx’ v

P(Xi<z)= < -l

2l log | *

:>IEHX1H:/OOOP(]XZ«| >a:)dx:/ooo

0
e e Satz 411 Sp
B

tn :=0und nP (|X;| >n)=n — =0

nlon  Inn n
Seien {X;} iid mit der Lebesgue-Dichte m
o0 1 2 ..
:P(\xi|>n):/ ——dx ~ — flirn —
n (14 2?) ™

2
=nP(|X;|>n) — =—#0
v

In diesem Fall kann man zeigen, dass ST? die gleiche Dichte hat.
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4.14 Bemerkung. Man kann die Aussage von dem Satz 4.11 umkehren: Seien
{X;} iid. Dann gilt: 3{a,} : %” —an 5 0= nP (| X1 >n) — 0

(Feller Introduction to ... Probability theory?)

4.15 Bemerkung. Im Beweis von Satz 4.11 E [X;Y;] = E [X;] E[Y}]

Y; = Xily|x,|<n}y Satz 4.11 ist richtig unter der Annahme, dass { X} paarweise
unabhéngig sind.

4.3 Starke Gesetze der grofien Zahlen

S P . Sn f.s. .
S — piy — 0 = IH{ng} - Tt — Py, — 0. Kann man sagen, dass die ganze

Folge fast sicher konvergiert?

4.16 Satz (Gesetz der grofen Zahlen von Etemadi:). Es seien {X;} paar-
weise unabhdngig, identisch verteilt mit E[|X;|] < oco. Dann geniigt {X;}
dem starken Gesetz der groffen Zahlen, das heifst:

Sn —E [Sn] fast sicher 0 <Sn fast sicher

— —E [Xz‘]>

n n
4.17 Lemma. Firn > 1 definiere Y, := X1y x,|<n} und S,; =y, Y.

! .
ast sicher
Falls % Jast sicher,

Zahlen.

E[X1], so geniigt {X;} dem starken Gesetz der grofien

Beweis. Y o2 P(|X1| >n) <E[|X1]] = [;° P (| X1| > z)dax

Y PYVu#Xn)=> P(Xul>n)=) P(IX1|>n)<E[X1]] <0
n=1 n=1

n=1

Borel-Cantelli: P (Y;, # X, fiir unendlich viele n > 1) = 0. Das heift,
dass 3A mit P(A) = 1: Yw € A Ing(w) mit Y, (w) = X,(w) Yn > ng

3B mit P(B) =1: %% L E[X;] Vw e B = Vw € AN B gilt:

/

Sn(w) _ Sp(w) n Sn(w) = Sp(w) _ Sp(w) n Sno (W) = Sy (W)
n n n n n
SN—— ~~
—E[X;] —0
= % L E[X;]auf ANB O
> E[Y?
4.18 Lemma. Fs gilt: Z [Qn] < AE [| X1]]

n=1
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Beweis.

n=1 n=1
F“ﬁlm2/ zP (| X1] > x) Z—Q dx
n>x
11 1 1 = du 1 1 2
Yot Y msmr Y [ Geensy
n> n=m+1 n=m+1 n—1
> BN [ )
:Z—QSX:»Z <4 | P(X)|>a)da
n>X
=E[|X1]]
O
Beweis. *%" f—S>E[X] 2 X 1X ts, —= E [X{] und Lim Xy 1X f—s>E[X1_]

= Wir konnen annehmen , dass X; > 0. Wahle ¢ > 0, setze a=1+¢e€
Definiere nun: ny = ||

= Z n,;z Z a <41 —a ) tm2

k:ng>m knmgp>m

e S/ _E S/ ebyshev n
ZP ' [nk} o5 Chbyh Z [ k:| _ 5 QZ ZV&I"
k=1 "k k= gt
=52 Z Var [Y;,,] Z %
_ k

k'nk >m

1
<6 M(1-a? }:Vm ml—s

Nach Lemma 4.18

o (|8, ~E|S,]
Pl|l——————>0] <160 (1 —a ) 'E[|X;1]] < o0
N
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Da 6 beliebig ist, liefert uns das Borel-Cantelli Lemma die Konvergenz:

/ !
Snk —B |:Snk:| fast sicher

0

ng

Ferner, aus der monotonen Konvergenz folgt:
E[Y;] =E [Xilx,p] &2 E[X)]

/

ElS,] ywicigy

- _ _)E[X]:% fast sicher E[X]
ng n+k ! ng !
Aus der Definition von ny folgt, dass Ing : ngr1 < (1 + 2¢)ng Vn > ng.
, Sl S/
Denn fiir | € [ng, ng+1] gelten die Abschatzungen: S Pme s P g

I = niy1 = (14+2e)ng

/ /

S, _ Sn Sy,
+< 7::1 <(1+ 26)771::11
. S . Sy . e
= limsup | — E[X}]| < limsup |—* — E[X;]| +2¢limsup —*
l—o0 l nE—00 ng np—oo Nk
————
=0 fast sicher =E[X1]
. S,
= limsup |— — E [X}]| < 2€¢E [X/{]
l—o0 !
. e . S,
Die € beliebig klein sein darf, folgt lim sup 7 E[X;]| =0 O
l—o0

4.19 Beispiel (Gesetz der normalen Zahlen, Borel 1908).
Q=10,1],F = B([0,1]), P = Lebesgue-Maf auf [0,1]
weN:w=0,{w)é(Ww). .. ... &Gw)e{0,1,2,...9}

E:{lgn,nz1,me{1,2,...10"}},P(E):0

VM w) =i {1,2,...,n} : &(w) =k} k=0,1,...,9

) . . H(w) 1
Die Zahl w heifst normal, falls lim — 1—0Vk € {0,1,...,d}
n

n—oo
Gesetz der normalen Zahlen: P ({w : w normal}) = 1 Fiir den Beweis:

o {&;}i<1 unabhéngige ZVen

e P(&§=k)=+,k€{0,1,...,9}
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= X =1 py,n > 1,k €{0,...,9} = (X },51 —iid

(k)

Ve o Z’i:l Xl' fast sicher k)] _ i
= b= &=L E[xP] = vke(o,...,9)

(k)
1
= JA; mit P (() Ax) = 1 so dass VkT — va € Ay

(k) (w)
N

9 9
1
— g Phvw € N4=P|[4| =1L
j=0 =0
Bemerkung (Beispiel). X; iid mit P(X; = 0) = P(X; =1) = § £>.0%; %
hat singulére Verteilung die mit der Cantor-Menge verbunden ist.

4.20 Satz. Seien {X;} unabhingige, identisch verteilte ZVen. Falls % L,

a € R, dann ist X; integrierbar und E[X;] = a.
f.

Beweis. % = % - ”T_l% —20. = P(|%‘ > 1 fiir oo viele n)) = 0.

oo
X
Nach Borel-Cantelli-Lemma, Z P ( - > 1) =0< o
n
n=1
o
= ZP(’Xﬂ >n) < 0o = E[|X1]] < oo Nach Etemadi’s Gesetz: 2= Ls,
n=1
EXi|=E[X]l]=a O

4.4 Zufallige Reihen

{X;} unabhéngige ZVen, S, = > | X; Nach 0-1-Gesetz:

A = {w: Sp(w) konvergiert} hat Wahrscheinlichkeit 0 oder 1

4.21 Satz. Seien {X;} unabhingig mit E[X;] = 0 und [ E [X?] < occ.
Dann konvergiert S,, in W’Keit. (P (ISn — S| > €) 50,8 =3, Xz-)

Beweis.

E [(Sn+m — Sn)?] = Var [Spim — Sh)

n-+m n+m
= Var Z Xi] = Z Var [X;]
i=n+1 i=n-+1
n+m
= > E[X]]
i=n+1

Wegen ) 2 E [Xlz] < 00, ist Folge S, eine Cauchy-Folge in L?. Und L?
ist vollstandig, d.h. 35 € L? : S, — S in L?. Aber L?-Konvergenz impliziert
Konvergenz in W’Keit. O
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4.22 Satz (Levy). Sind {X1} unabhdngig, so gilt:

o oo
ZXi konvergiert fast sicher < ZXi konvergiert in Wahrscheinlichkeit
i=1 i=1

Sn—S fast sicher

S8

Beweis. “<* Es geniigt zu zeigen, dass P (sup;>, [Si — S| > €) 720
Zuerst merken wir, dass:

i>n 2

P<sup\5’i—S| >e> §P<sup\Sl-—S] > 6) —|—P(|Sn—5| > %)
>n

-0
P (sup;>, [Si — Sn| > 26) = Y72, P (B;), wobei
Bi = {|S] — Sn| < 20 V] S [n,i — 1], ‘Sz — Sn| > 2(5}
Auf B; gilt: |S; — Sp| > 26

=[S = Sul = (S = 8i) = (Sn = Si)| = |50 — Sil =[S = Si
> 25— |5 — 5|

L BiN{|S— S| <8} CBn{|S— S >}
€oXis1, Xtz
= P (B;) P(|S — S| <0) < P(B;n{|S—5u| >6})
P(Bin{|S — Su| > o})
P (]S — Si| <)

= P(B;N{|S —S,| >6})
P i Pn 2 =
> 7 (s isi -1 > 29) D A

= P (B;) <

1 o
= P (B; 5> 6

'

P ((g3> N{IS = S, > 5})

<P(|S—=5n[>9)

—0

. P (|5, — S| > 6)
= P (sup;s,, |Si — Sn| > 20) < s P (S, —S)) > 6 —0
>n

n—o0




4.4. ZUFALLIGE REIHEN 43

4.23 Satz. Seien {X;} unabhdngige ZVen, Xi(c) = Xil{x,|<c}- Konvergieren

N (c)
] <oo,;Var[Xn } < 00

die Reihen iP(|Xn| <c) < o0, iE HXq(f)
n=1 n=1

oo
so konvergiert ZXi fast sicher.
i=1

Beweis. Z P (|X,| > ¢) und Borel-Cantelli-Lemma gibt

n=1

o0 [ee]
P (| Xy| > ¢ fir unendlich viele n > 1) =0 = Z Xi(c) konvergiert = ZXi
i=1 i=1

konvergiert. Also bleibt zu zeigen: Z Var [XT(LC)} < 00

= (X}f) ~E[Xx [ @D konver;i_ert in WKeit (Satz 4.21).
=300 (X}f) —E [X (c )D konvergiert fast sicher. Y~ E [ )} konvergiert

= inzc) = i ( X _ [ C)D—G—ZE [ } konvergiert auch f. i. [
n=1 n=1

o0
4.24 Bemerkung. Konvergiert Z X, fast sicher so konvergieren

ZP | Xn| > ¢), ZE[ ] ZVar[ ]furallec>0

4.25 Beispiel. {X;} iid mit P(X; =1)=P(X;=-1) =}
= X; X X, 1 EX] 1
Frage: Konv. Z i—a?, E [Za] =0, Var [ a} = s Var [X;] = =58 = =
i=1
X.
= Fiir a > % konvergiert die Reihe ZVar [Oj}
i
x\9 X = X, 1
Ve>1[2 = 2N Z = konvergiert fast sicher Vo > =
1% 1 — 1% 2

Xi : .
Angenommen g —al konvergiert fiir ein o < %, denn
)
i=1

o0
00 > Z Var
i=1

X\ & Xl &1
()] S [f] =S =

=1

X,
Falls X; = 1, dann Z = konvergiert < a > 1. Falls X; = (—1), dann

1,1
T Gxne © et

konvergiert Z = Va >0 Well
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4.26 Satz. Seien {X;} unabhingig, identisch verteilt mit E [X{] < co. Dann
gilt:
Sn —E[Sy]

Vvn(logn) 3+o

Gesetz der groflen Zahlen: S"+E[S"] EN 0. Informell:

50 w0

Su—E[Sa] _ Su—EI[Sa] __((log n)z+o
Vi(logn)z*+ n v

Beweis. a, = \/ﬁ(lnn)%Jr(s,n > 2,a; = 1. Wir diirfen annehmen, dass
E[X:] = 0. Es gilt:

.E[&}:o Vn > 1

>e|()

= 1
=E [Xzz] + Z n(lnn)1+25E [XzQ]
n=2

n=2

= >°>° | Xn Lonvergiert fast sicher. Die Behauptung des Satzes folgt

Qn
aus dem

O

4.27 Lemma (Kroneckerlemma). Seien a,,x, € R. Falls a,, T co und ) f—:

n—oo

. IR
konvergiert, so gilt - Z i — 0

" oi=1



Kapitel 5

Schwache Konvergenz

5.1 Definition und Eigenschaften

5.1 Definition. Seien {P,}, P W'Mafe auf (2,.A). P, konvergiert gegen P
schwach (P, = P, P, = P), falls

/Rfdpn—»/fdp Vf € Cy(R)

Definition (Vereinbarung). Wir werden sagen, dass { X,,} konvergiert schwach
gegen ZV X, falls P, = P,. Dabei werden wir schreiben

X, = X (Xn&X)

5.2 Satz (Portmanteu). Seien {P;}, P W’Mafle auf (2, A). Folgende Aus-

sagen sind dquivalent:
(i) P, = P

(i) [ fdP, — [ fdP V[ : beschrinkt und gleichmdpig stetig

(13) limsup,, . Pn(F) < P(F)VF abgeschlossen
(iv) liminf, . P,(G) > P(G) VG offen
(v) Po(A) — P(A)VA: P(6A)=0

Beweis. (iii) < ( v) Fist abgeschlossen < F¢ ist offen P, (F) = 1— P, (F°),

(i
P(F) P(F€). Dann gilt:

limsup P,(F) < P(F) < lim (1 — P,(F¢)) <1— P(F°)

n—oo

< 1 —liminf P(F°) <1— P(F°) & P(F°) < liminf P(F°)

n—oo

45
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(7i7) Sei F eine abgeschlossene Menge. Lege ein 6 > 0 fest, und fiir
jedes € > 0 definiere

Ge={z eR:dist(z,F) < €}
Aus der Stetigkeit von oben von P folgt P(G¢) < P(F) + ¢ Ve klein

1, t<0

genug. Setze ¢(t) =< 1—t, t€][0,1]
0, t>1
fe(z) = ¢ (L dist(z, F)) Eigenschaften von f. :

o f. ist gleichmékig stetig und beschriankt.
e f(x)y=1Vz e F

o f(x)=0Vr e G¢

o f(z) €10,1] Vz

:>Pn(F):/fEdPn</RfEdP “—%/fedp / f.dP < P(GY)
= lim sup Pn(];?) < P(G¢) < P(F)

n—oo

(i) f € Cp(R) = Ja=a(f) und b(f): a- f(z) +b
Zuerst betrachten wir f € Cp(R) mit f(x) € [0,1)
Vk € N definiere die Mengen F; = {z : f(z) > %},z =0,...,k. Jedes
F; ist abgeschlossen, Fy = R, F}, = ()

Ls. = zk: () r (e s@ et )

1=1
< [rar<3sir({o e [ 1)]) =
ls. = s ZEIP(FZ1\Fl):£i;1(P(Fz1)—P(Fz))

s _k_lz—i_lp(pz)_zk:ZP(Fi)_1+1§:P(FZ)
=0 k i:lk k k'z:l
1< 1 1
kZP(Fz)</fdP<k+kZP(FZ)
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li fdpP, <1l 1+12P(F)
im ), < lim -+ = n (F
s s \ Bk A
11
<o+o ;liﬂsogp Py (Fy)
1 1g
SN P(R)< - P
PR P S [ #d
= lim sup/fdP < /fdP x)ist fiir alle f € Cy(R) erfiillt.
(%) zu ) : liminf, . [ fdP, > ffdP
(iii) — (v) Sei A° das Innere und A der Abschluss von A.

(v)

_, (@) _
P (A) > limsup P (() A), > limsup P,(A)

n—o0 n—oo

(iv)
> liminf P,(A) > liminf P,(A°) > P (A°)

n—oo n—oo

Aber fiir A: P(dA) =0 = P(4) = P(A) = P(A°) = P(A) >
limsup P, (A) > liminf P,(A) > P(A)

n—oo

— (i4i) Sei F eine abgeschlossene Menge. V6 > 0 gilt:

O{x : dist(z, F) < 0} C {x : dist(z, F') = 6}

= Rs = 0{z : dist(z, F) < J} sind paarweise disjunkt. P ist W' Maf
= 3 nur abzéhlbar viele §'s mit P (Rs) >0 = 30, | 0: P(Rs,) =0

Fiir jedes k > 1 gilt: limsup P, (F') < limsup P, (F}) @ P(F}) wobei

Fy, = {x : dist(z, F) < 6} D F.
F ist abgeschlossen = Fj, | F = P(F}) | P(F)
limsup P, (F) < P(F}) = limsup P,(F) < klim P(Fy) = P(F)

n—oo n—oo

O

5.3 Satz. {P,}, P W’Mafe auf (0, F)mit Verteilungsfunktionen {F,}, F
(Fu(z) = Py ((—00,x))). Dann gilt: P, % P & F,(z) — F(z) fiir jedes
x € {y: F ist stetig an der Stelle y}.

Beweis. “=* Sei x eine Stetigkeitsstelle von f. Dann P ({z}) =0 = A, =

(—o0,z], P(0A;) = P ({z}) = 0 Nach Satz 5.2(v), F,,(z) = P,(A;) —
P(A,) = F(z)
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“«*t Seien {ay},{br} Stetigkeitsstellen von F mit ag | a und by T b. Dann

gilt:
P (@, b)) = P(b) = Flax) = lim (Fu(a) = Fu(b)
Pr((ak,br])
= liminf P, ((ag, b)) ﬂlim inf P, ((a, b])

Dazu: (ag,br] T (a,b) = lim P ((ag, bx]) = P ((a, b))
= P ((a,b)) <liminf P, ((a,b))

o0
Sei G eine offene Menge C R. Dann G = U I, I, sind offene Intervalle.
k=1

P(G)=) P(I) < Zlinrgiogfpn (k)
=1 k=1

Fatou >
< liminf Y Py(I) < liminf P,(G).
k=1

n—oo n—oo

Nach Satz 5.2 (iv) P, < P

Bemerkung. Zum Fatoulemma

/liminf frndu < liminf/ fndu
Q — Ja

n—oo n

Bei uns:

Q =N, p= Zahlmak, f, : N —[0,00) : fn(k) = Py(k),k € N
) “liminf f, (k) < liminf >~ fu(k)

keN keN
5.4 Beispiel. Seien Xi, Xo,... iid mit Exp(1) Verteilung, d.h. Dichte von
X ist e ¥lg+(z). Definiere Y;, := maxy<,, X;. Wir wollen eine Folge {a,,}
bestimmen, so dass Y,, — a,, schwach konvergiert.

Fy, o, (x)=PY,—an <2)=PY,<z+a, = P(m<aXXk <z+ap)

n
=P(({Xx <z +an}) = (P(X1 <2 +a,)"
k=1
0, r < —apy
{ (1—e 2 e 2>a,

— n
e * —
a, =Inn = (1—6_3[:_(1")”: <1—> —e °
n
n—00 e

= Fy, _q,(x) 7% e7¢ " Vo € R ist eine Verteilungsfunktion
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5.5 Satz. Sei h : R — R messbar, Dy, = {x: h ist stetig an der Stelle x}.
Falls X, % X und P (X € D,,) =0, so h(X,,) = h(X).

Beweis. Sei v, Verteilung von h(X,,). Nach Satz 5.2 geniigt es zu zeigen, dass
limsup v, (F) < v(F), VF abgeschlossen. < limsup,_,, P, (b !(F)) <
P (h™(F)) Es gilt:

lim sup P, (h_l(F)) < limsup P, (m) <P <hT(F)>

Sei {z,} C h"YF): 2, — x. 2y € hYF) = h(z,) € F. Ist h stetig an
der Stelle x, so f(z,) — h(z) =z € h"Y(F) = h~Y(F) C h"Y(F)uD, =
P (h—l(F)) = P (h"Y(F)) = limsup,, . P, (h"1(F)) < P (h"Y(F)). O

5.6 Satz. Sei (X,)n>1 Folge von Zufallsvariablen. Dann gilt:
a) X, 5 X=X, %X
b) Xp 5= X, Lo ( Alle X; leben auf dem gleichen Raum)

¢) b) ist falsch ohne die Annahme, dass der Limes eine Konstante ist.

Beweis. Ubung O

5.2 Schwache Konvergenz: hinreichende Bedingun-
gen

X, = X. Um das zu zeigen miissen wir beweisen, dass
E[f(Xn)] = E[f(X)] Vf € G

G = {G: rechtsstetig, monoton wachsend, G(—o0) > 0,G(c0) < 1}. Wir
schreiben G,, — G, falls G,,(x) — G(x) fiir jede Stetigkeitsstelle von G.

5.7 Satz (Auswahlsatz von Helly). Sei {G,} C G. Dann ezistiert eine Teil-
folge {Gp, } und ein G € G so dass Gy, = G

5.8 Definition. Eine Folge von Verteilungen {P,} heift straff, falls Ve >
03M >0: P, ([-M,M])>1—€eVn>1

5.9 Satz (Satz von Prokhorov). Eine Folge {P,} ist relativ kompakt genau
dann, wenn {P,} straff ist.

2schwache Konvergenz von P,
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Beweis. 7<=" {P,} ist straff. Nach Satz 5.7, 3G € G und {P,,} so dass
F,, = G. Wir miissen zeigen, dass G eine Verteilungsfunktion ist.
Ve > 0 Ja, b Stetigkeitsstellen von G, so dass Fy, (b)—F),, (a) > 1—e Vny
G(b) — G(a) = limy, oo (F, (b) — F(a)) > 1 — € = G(b) — G(a) >
1 — e. Aber € ist beliebig = G(o00) — G(—0) > 1, G(c0) < 1 und
G(—00) > 0= G(o0) =1,G(—00) =0

"=" {P,} relativ kompakt. Wir nehmen an, dass {P,} nicht straff ist.
Je>0VM > 03np : P, ([-M,M]) <1—¢
Fir M € N definiere Py = P,,,. {P,} C {P,} und {P,} ist relativ

kompakt = 3{ M} : Py, = P (]:"M+k = F) Jda, b Stetigkeitsstellen
von F mit F(b) — F(a) >1—¢:

Fa, (b) = Fag, (a) — F(b) — Fla) > 1 — ¢
FMk(b) - FM}c(a) = pMk ((a7 b]) 4 Mk ([_M> M])

= Py, ([~My, My]) > 1 — ¢ Widerspruch zur Annahme

O
5.10 Satz. Falls sgyl)IE [|[Xn|’] < oo fiir ein p > oo, so ist {Px,} straff.
n>
Beweis. ,
P (01> 00 S 3= =
Ve > 03M, : Sl;[l)P(|Xn| > M) <eVM > M,
n>
O

5.11 Definition. Eine Klasse K C Cy(R) heift trennende Familie, falls:
Ef(X)]=E[f(Y)],Vf € K= Px =Fy

5.12 Satz. Sei K eine trennende Familie. Die Folge { P, } konvergiert schwach
genau dann, wenn:

(1) {P,} ist straff
(2) Vf € K 3 lim /fdPn
n—oo R

Beweis. “=‘ Klar

3fiir alle Mj, grok genug
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Prokhorov

“t [P} ist straff - =" 3{P,, } und P sodass P,, > P. Sei jetzt {P,, }
eine weitere konvergierende Teilfolge: P, = P
k

/fdP: lim [ fdP,, = lim [ fdP., :/fdP’ VfeK
/ .

Nk —00 nk—>oo

K ist eine trennende Familie = P = P’ Angenommen P, % P < Jxp-
Stetigkeitsstelle von F (F Verteilungsfunktion von P), so dass

Fo(x0) - F(x0) © Je > 0 und {ng} : |Fy, (x0) — F(z0)| > € Vne

Hng, } € {ni} 1 Fy,(z) — F(z) Va-Stetigkeitsstellen von F. O
5.13 Beispiel. (1) Kf'|= {fa.,a € R,e> 0},
1, r<a
fae(x) =< 1 -2 x€la,a+ €
0, rT>a+te€

Fm(a) = P(X € (—oo,a]) = /]l(oo,a]dPX < /fa,edPX
- /fa,ﬁdPy < P(Y € (=00,a+d) = Fy(a+e)

Analog Fy(a) < Fx(a+e€)
= Falls a eine Stetigkeitsstelle von Fx, Fy ist: Fy(a) = Fy(a)

(2) K = {e®* t € R}, fi(x) = '@

5.3 Charakteristische Funktionen

5.14 Definition. Sei X eine reellwertige ZV. Die Abbildung ¢, : R — C mit
¢2(t) = E [e"X] = E [cos(tX)]+iE [sin(tX )] heiRt charakteristische Funktion
von X.

5.15 Bemerkung. Ist Px absolut stetig, mit der Dichte f(x) so gilt:
¢x(t) [z e f(z)dz = f(—t) wobei f(t) die Fouriertransformierte von der
Funktion f(x) ist.

5.16 Satz. Jede charakteristische Funkktion hat folgende Eigenschaften:
(a) ¢x(0) =1

(b) ¢—x(t) = px(—t) = ox(t)

(c) Px =P_x < ¢x(t) e RVt eR

4eine trennende Familie
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(d) lox(B) <1

(e) dx ist gleichmdafig stetig

(f) ¢axib(t) = " dx(at)

(g) Sind X und Y unabhingig, so gilt: px+y(t) = ¢x(t)py (t)
Beweis.a), b) offensichtlich.

C) "=" Px =P_x = (ﬁx(t) = (Z)_X(t) = ¢X<t) = (I)X<t) eR
"= px(t) ERVEER = ¢x(t) = ¢_x(t) VEER
Da {eX t € R} eine trennende Familie ist, gilt: Px = P_x

d) lex (O] = [E[]| < B[] = 1

e) |ox(t+h) = ox(t)] = [E[eHMY — e X]| < E[|eX (eMX1)[] =
E Heihx — 1H — 0 fiir h — 0 wegen dominierter Konvergenz.

f) ¢aX+b(t) —F [eit(aX-‘rb)] —F [6itaX€itb] — 6itb¢X(ta)
g) ¢X+Y(t) —E [eit(X—‘rY)} —E [eitXeitY} \l‘. [eitX] E [eitY] — ¢X (t)¢y(t>
O

5.17 Beispiel. Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit den Parametern
a,0?, d.h. X hat Dichte:

1 —(z—a)?
fa,<72 ($) = me 207,V € R(X ~ N(a’gg))
ox(t) = [ o pr(a)da

Spezialfall: Sei Y ~ N (0,1)

( /“imil 2 /w N /w (te)-L 24
t) = e e 2 = cos(tx e 2dx+1 sin(tx e 2dx
Oy ) o vV 2T 50 ( V2T S V2T

0

, IR 2 1 a2
oy (t) = \/m/_oo(—sm(tx))we 2 dx :H»t/Rcos(tx)me 2 dr = —toy(t)

4 [efqby(t)} = 1T Gy (1) + €Ty (1) = €7 [10v (1) + 6y (1)] =0

= €7¢Y(t) = const. Da ¢y(0) =1, const = 1 = ¢Y(t) _ 6_%

X NNayo'Q = PX = P‘\/O_72Y+a = d)X(t) = ¢\/§Y+a(t) — eita—UQ -

5sind unabhéngig

2 _ =22
2

SPartielle Integration mit u = —sin(tx),v = e~ 7 ,0 = ze
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5.18 Satz. Sei X eine Zufallsvariable. Ist E[|X|P] < oo fir ein k € N, so
gilt ¢y (t) ist k-mal differenzierbar und

o8 (1) = *E [X’fe“X} , (5.1)

&*) st gleichmdfig stetig. Ferner,

E[X™) = iim¢<m>(0), m=0,...k (5.2)
und
kL o)(0)
ox(t) =3 ¢ Jj'(o)tj +o (W@) fiirt — 0 (5.3)
Jj=0 ’

5.19 Lemma. Vz € R und n € Ny gilt:

n Y +1
PO YCCoii e BTG
J! (n+1)!" nl

J=0

Beweis von Satz 5.18. Induktion tiber k: k=1: E[|X|] < oo

. ) i(t+h)X _ itX ‘
‘WMZ o) _ p [Xe”X]‘ g [e = _Z.XenX]
, ihX _
<E ||| ehl—z‘X‘
——
B =1pp(X)

Lemma 5.19 mit n—1:

(1X1h)? _ 2?|h] ro

f.s.
< = 0= X)—>=0:
Yn(z) < =5 7] 2 ¥n(X) 75
Lemma 5.19 mit n—0:
e —1 |ha|
< < — <2
on(o) < [+ 1al < Bl <21

= 5 (X) hat integrierbare Majorante 2 |X|

= Nach dominierter Konvergenz: E [¢},(X)] =99

Sei (a) fir k bewiesen und E [|X|k+1] < 00 = E[|X["] < co und ¢*)(t) =
P"E [ XFetX]

"Lemma 3.6 im Buch von Durrett
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(k) _ (k) . . . i(t+h)X _ itX X .
) (t+k’)Z ¢t _ k1 [XkJrletiH <E szxke( >h etxX Zk+1Xk+1etiH

ihX
-1
=E [X\k QT —z’XH -0
Wegen dominierter Konvergenz: = (a)
koo [ koo
¢(j)(0) j itX (itx)!
‘W)_Z il t|<E|le _Z 4!
j=0 i j=0
I k+1 k
< E |min £X] o2 £X]
- (k+1)!" k!
k+1 k
g [ [P 21

phig];)

Ein Beispiel fiir ¢'(0) < oo aber

5.20 Satz. Ist ¢>V(0) endlich,

Beweis: nur Fall n=1.

SERR

(k+1)! 7 k!

O

(0) ist endlich = E [|X]k] < oo Durett Ch.2 Section 2.3 exercise 3.17:

E[|X]) = oo

so ist E [|X|(2”)} < o0

5'(0) = tim L [¢’<2h>2; ¢'(0) , ¢'(0) ;hd(zh)]
 Jim ¢ (2h) . :'(—%) L Hospital lim ¢'(2h) — 2(2(}?2) +¢'(—2h)
]gg% 4—;1@ [(@2)sin(hX))?] = - lim E {XQ (W)]
el (B8] g

=E[X?] < —¢"(0)

5.3.1 Inversionssitze und Eindeutigkeitssatz

5.21 Satz. Sei X eine ZV mit Charakteristischer Funktion ¢. Fir alle Ste-

Fx(b) — Fx(a) = lim

tigkeitspunkte a < b von Fx gilt:

—ith —ita
70’2152/2 (& — €
—it

1

o(t)e dt

R
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5.22 Lemma. Sei Y ~ N(0,02) und unabhingig von X. Dann hat X +Y
die Lebesgue-Dichte

1

f(O)( ) = 27T/¢(t) a2t /2 —ztzdt reR

Beweis. Verteilung von X 4+ Y = Faltung von Py und Py.

1 _(m—y)?
) (z) = / fy (@ —y)Px(dy) = / e 22 Px(dy)
R R V2mwo?
(Z ~ N(0,62) = ¢z(t) = e°1°/2)
2
= ¢2.7 = Charakteristische Funktion von A’ (0,

,tQ

= eﬁ = fR eitx

1
o2

e x2/2d
27ri

Mit t= (y-x):

T)u—u 02/2du Px(dy)

FO() = / / =
R V2mwo2 /9
1 i(y—z)u—u?02/2
=5 A (/Re y du> P, (dy)

1 ; 2
iyu —i(zu—u0?/2)
27 /R /IR (6 Px(dy)) ‘ du
e —

=¢(u)

- ¢(u)e i(zu—u 02/2du
2 R

Beweis Satz 5.21.

Fx1y(b) — Fx1y(a / F(z /ab % (/R d’(t)e_oztze_mdt) dx
/ gzﬁ(t)e* (/b eitxdm> dt
L ot ()

Pxiy = Px4oz, wobei Z ~ N(0,1), Z ist unabhédngig von X

:>X+0Zi'—s'—>Xfiira—>0

= X+40Z5X=X+4Y 5 X firo — 0,



o6 KAPITEL 5. SCHWACHE KONVERGENZ

d.h. Fxyy(x) — Fx(z) fir jede Stetigkeitsstelle von Fx
= Fx4v(0) = Fxyy(a) = Fx(b) ~ Fx(a)

Also, Fx(b) — Fx(a) = lim (Fx1+yv(b) — Fx4v(a)) =

1 —itb _ _—ita
= lim — [ ¢(t)eF <H> dt

o—0 27 R (—’lt)
O
5.23 Korollar (Eindeutigkeitssatz). Seien X und Y ZVen. Dann gilt:
d)X(t) = (by(t)vt ER= Px =PFy
= {e"® t € R} ist trennende Klasse.
5.24 Korollar. Ist fR lox (t)| dt < oo, so hat Px die Lebesgue-dichte
fx(@) = — / e~ (1)t (= lim £ ()
2 R oc—0
Beweis.
Fx(b) — Fx(a) = lim — / p(t)e 7 /2 < / itxdx> dt
o—0 27
107 t 7itxd dt
:I% Jotor ([ eas
1 [ ;
/ (/ gb(t)e_’txdt) dx
2m a R
b/ . b
= /a (% /Rgb(t)e_mdt> dr = /a f(x)dx
=f(x)
= Verteilung Px absolut stetig mit der Dichte f(x) O

5.25 Beispiel. ¢(t) =e 1t e R

— i = —itx — i > —itz —|t|
fx(x) = 5 /_Ooe o(t)dt = 5. _Ooe e "*ldt

—_ i —ztz-i—tdt 4+ 1 /0 —it:c—tdt
2m J_ 2

_ 1/0 (H0=i2) gy | / o~ t(1itz) gy
21 J_ 21 J_
1 1 1 r 1

zeR

Tl iX 214X a(li X2

0dominierte Konvergenz
" Fubini
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Diese Verteilung heifst Cauchy-Verteilung. 2P (| X| > x) — Const >0

= kein schwaches Gesetz der grofen Zahlen. /H{an}— —an L, gilt nicht.
Sn - Xl +...+ Xnv

s (1) = Ps ( > H¢X< ) He L] _ ol

= Sn—" hat Cauchy verteilung

5.26 Satz (Stetigkeitssatz von Levy). Sei (X;) eine Folge von ZVen und
ox,(t) — N ¢(t) Vt € R. Dann sind dquivalent:

(1) ¢(t) ist eine Cauchy/Charakteristische (?) Funktion
(2) ¢ ist stetig an der Stelle 0
(3) {Px,} ist straff.
(4) Px, konvergiert schwach
5.27 Korollar.
Xn 5 X & ox,(t) = ¢x(t) VEER
Satz (Bochner-Khinchine-Satz). Eine stetige Funktion ¢ mit ¢(0) = 1 ist

genau dann eine Charakteristische Funktion, wenn

qu DA >0V €R N €C, V> 1
i,j=1

Satz 5.26.
(1) — (2) Klar.

(3) — (4) Da die Klasse {e'**} eine trennende Familie ist, folgt dies aus dem Satz
5.12

(3) — (1) {P,} ist straff EIPnk und P: P,, = P
= / et p,, (dr) 2=, / " P(dx) Vt € R
R
DX, (t)

i / e P(dz) = p(t) Vt e R
R

= ¢ ist eine charakteristische Funktion.

1284tz von Prokhorov
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(2) — (3) : Lemma 5.28

2 1/
= limsup P <Xn\ > > < limsup/ (1 —ox(t))dt
u

n—oo n—oo N J_p
1 n
— > [ a-owya

—n

¢ ist steig an der Stelle 0= Wir kénnen so ein u, wéhlen, dass

2
lim sup P (Xn| > > <eVu<u.= {Px,}
u

n—oo
ist straff
O
5.28 Lemma. Sei X eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion
¢x. Fir jedes u > 0:
plix|>2) < 1/u (1— éx(t)) dt
u) U X

—Uu

i/i(l—d)x(t))dt:i/z (/R (1—e") PX(dx)> dt
- i/R </Z (1—e™) dt> Px (dx)

/ (1- em) dt = 2u — / e dt = 2u — / cos(tz)dt — z/ sin(tz)dt

—Uu —Uu —Uu —Uu
S
=0

Beweis.

sin(zu) >

ux

=2u— 2/ cos(tz)dt = 2u (1 -

—Uu

N i/z (1= éx(t)) dt = 2/R (1 _ Sin(“‘”g(d@)

uxr

> 2/ (1 - Sm(w)) Py(dz)
{222} uw

> 2/ (1 - 1) Py(dx)
(o[22} \  um

1
> 2/ Pxdx
2 Jjz|>2

:P<|X| zi)
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5.29 Satz. Seien (X;);» iid ZVen mit der charakteristischen Funktion ¢(t).
Ist ¢ (0) =ia, a € R, s0 gilt: = Su By

Beweis. ¢sn ) = ¢s, (L) = (¢(L)"

¢ ist differenzierbar = (1) = ¢(0) + ¢ (0)7 + o(7), T — 0

1
—) fiir n — oo und jedes t € R
n

t
n
1 nn—>oo i
= (o) = (v (3)) ==
n n

n—oo ]
a I e v e R
n

= ¢( —1+zat + of

ta

Stetigkeitssatz von Levy = 2 konvergiert schwach, aber e® ist charakte-

ristische Funktion von ZV Y: P YV=a)=1=5"%q4= 5 i a O

n
— e” falls z,, — x

)
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Kapitel 6

Zentraler Grenzwertsatz

6.1 Klassischer Zentraler Grenzwertsatz
Seien (X;);»; iid mit E [[X}]] < oo und 02 := Var [X;] € (0,00).
6.1 Satz. Ist 0% € (0,00), so gilt

Sn —nkE [Xl]
2

= N(0,1)

no

Falls 0 = 0, so ist X1 eine nichtzufillige Zufallsvariable, d.h.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass E[X;] = 0 und Var [X;] = 1. (Sonst
X, —E[X;]
o

o0 =05 () = (ox (75))

2

E[X}] =1 6x,(r) = 1+6 (0 +¢"(0)5

T 2 T ) e () e e s
= (ox () :( o) —eE

n—oo

=>¢S,L()—>6_7VtER

gehen wir zu ZVen Y; =

+ o(7?) fiir 7 — 0

T 1st die charakteristische Funktion von A/ (0, 1) Nach Stetigkeitssatz von
Levy, ’;L = N(0,1) O
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6.2 Verallgemeinerung vom ZGWS

6.2 Definition. Fiir jedes n € Nsei k,, € Nund seien (X, 1, X 2,..., Xnk,)
reelle Zufallsvariablen. Wir nennen (X, ;,n € N,1 < k;,) ein Dreiecksschema.
Sei S, = S Xy

X171 Xl,kn
X271 X27k

X;%l . . | X ken
Das Dreiecksschema heifit:
unabhiéngig , falls (X, 1,..., X, 1,) unabhéingig sind, Vn > 1
zentriert , falls X,,; € L' und E[X,,;] =0 Vn, !

normiert , falls X,,; € L? und 2521 Var [X,,;] = 1 (Mit anderen Worten
Var [S,] = 1, falls unabhéngig)

6.3 Definition. a) Ein zentriertes Dreiecksschema heifit asymptotisch vernach-
lassigbar, falls fiir jedes € > 0: lim €I<I%XP (| Xng| >€) =0
E— n—oo [<k,

b) Ein zentriertes Dreiecksschema erfiillt die Lindeberg-Bedingung, falls fiir
jedes € > 0

]- n—oo

kn
b Z 2
Var [S,] < . [X”’l]l{Xﬁ,PEQ Var[Sn] } 0

6.4 Satz (Satz von Lindeberg-Feller). Sie (X,,;) ein unabhdngiges, zentrier-
tes und mormiertes Dreiecksschema. Dann sind dquivalent:

1) (Xy,) erfillt die Lindeberg-Bedingung
2) (Xn,) ist asymptotisch, vernachlissigbar und S, > N'(0,1)

Beweis. Klenke 15.5 O

(X;) iid mit o2 € (0, 00)

v, - Xi-ElXi]

)
’ no?

I <n(=ky)
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= (Y},,) ein zentriertes, norm. und unabh. Dreiecksschema. Var [S,,] =1

~3E [Yn%l]l {Y712J>62}} — nE [Yn%l]l {Y3,1>52}}
=1

=nkE

(X —E[Xa)*
2 X =EX3)2 o
2

no

no
1 2
B ﬁE [<X1 - ElXi)) 1{(X1—E[X1])2>n0262}} —0

nach dominierter Konvergenz.

8m:§.4zl:1 1 —nE]| 1]22 ! 1]_Zyn7li>/\f(0,1)

no? ;

— =
—1 no =1

6.5 Definition. Man sagt, dass das Schema die Lyapunov-Bedingung erfiillt,
falls fiir ein 6 > 0

1 i 2+5] n—oo
(Var [S,])+3 gE el ’

Lyapunov-Bedingung = Lindeberg-Bedingung:

—5 (1246
xZ]l{\x|>a} <a”’ Jz[** Lijz>a V2 €Ra € Ry}

2 _ 2
E Xn,l]l{Xfl,l>62 Var[Sn]}} =E [X”’l]l{\xn,l|>e(Var[Sn])%}]
-
< e’ (Var[S,])2 E [|Xn,l‘2+6 ]1{... }}

S0 (Var [Su]) 7 E [|Xp**]

1

e LB (X2 | < oy EX
Var [S,] nl X2 >e2 Var[Sp]} | =

2+5}
1+5

=1 (Var [Sn]) 2

6.6 Beispiel. Seien (X;) unabhéngige ZVen mit P (X; = £i%) = 3, a € R.

Definiere Y, ; = \/)%,l <mn,

B,, = Var

ZXl] =) Var[Xj] =) >
=1 =1 =1

= (Y1) ist ein unabhéngiges zentriertes und normiertes Dreiecksschema.
Frage: Fiir welche o konvergiert S,, gegen N (0,1)?
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20 ., _1 2a+1 £33
a > . Hier gilt: B, => 1" |1 a1 fiir n — oco. Ausserdem

= X
SB[l = Yo | = L S
=1 1=1 B2 Bﬁ =1
Const, falls o« < —4
1 3
~ —5 ¢ logn, falls o = P 0
B? 3a1+1n30‘+1, fir > —3

= Lyapunov-Bedingung mit 6 =1 = ;" , Y, 2 N(0,1)
X
= Z X N(0,1)
\/20&4‘ Zl le LN(O’l)

a+2
a= —% Hier B,, ~logn

S E '] = LS =0
Z?:1Xl
LI 1)

a < —3% B, =Y, 1°% bleibt beschréinkt. Ausserdem > ;' ; E [|anl|2+5]
3 Yoy 120 > ¢ > 0 = Lyapunov-Bedingung ist nicht erfiillt.

Nach dem Kolmogorov’schen 3-Reihen-Satz konvergiert

n o0
Z Xl fast sicher Z Xl
=1 =1

n n

dsn x,(t) =[] ex(t) = []E [e "] H( e, _ma>

=1 =1 =1

n
_ « nﬂoo «@ —ct?
= H s(tl®) —— H cos(tl®) # e

1 =1 immer positiv

hat Nullstellen

6.3 Konvergenzrate im ZGWS

Seien (X;) idid ZVen mit o2 € (0, 00)
ZGWS:

P (Sn <nE[X;]+ Wx) o /90 1277 7§du =: ¢(x)

I Bleibt unbeschrankt
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6.7 Satz (Berry-Esseen-Ungleichung). Seien (X;) @id ZVn mit E {|X1|3} <

oo. Dann gilt:

P <Sn—nE[X1] Sx) — ¢(x)

< 0.7655
no?

sup
zeR

Seien (X;) iid ZVen mit P (X; = +1) = . Alle ZVen haben symmetrische
Verteilung = Verteilung von S, ist auch symmetrisch, n > 1

:>P(SgnSO):l—P(52n>O):1—P(52n20)+P(52n:0)
— 1 — P (Ssn < 0)+ P (San = 0)

PG =) ool e e ()
— bz = ao =
2n - \/ﬁ 2w \/ﬁ
Die Konstante in der Berry-Esseen-Ungleichung kann nicht kleiner als

V1043
sein. (Konstante > Vo 0.45097)

6.8 Lemma. Sei F eine Verteilungsfunktion und G eine weitere Verteilungs-
funktion mit G (z) < X < co. Seien A = sup,, |F(z) — G(z)],

Ap =sup, | [ F(z — u)hp(u)du — [ G(zx — u)hg(u)du)| wobei

hp(z) = Izcos(le) 1 ¢ R. Dann gilt:

7w Lx?

= sup
x

5
3

24
ASQAL+7)\,L>O
L

r—+oo

Beweis. F,G sind Vertellungsfunktlonen = |F(z) — G(x) 0
= Jug : F(wo) — G(ao = APloder F(zg —0) — G(xp) = —A

G (z )<)\:>F(x0—|—s) Glxg+8)>A—=XS, >0

2Vor 2007 war die Konstante 0.8
3Wir betrachten nur diesen Fall
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Definiere § = %, t=x9+0

A
T+ Az, |z| <o
_ _ _ > 2 ’
=F(t—z)-Gt—uz)> { 5 const

Jetzt schatzen wir A7, nach unten ab.

AL > /R (F(t — ) — Gt — w)) hp(u)du

:/ (F(t—u)—G(t—u))hL(u)du+/
fulul<s) {uslul25)

é
2/ (é—{-)\u)hL(u)du—A hy(u)du
5 2 {wlul >}

A 1)
= / hrp(u)du — A hr(u)du
2 /s {us|u|>6}

= = <1 —/ hL(u)du> - A hr(u)du
2 {w:u|>d} {w:|u|>6}
_ é _ % hi(w)du
22 Jupl>s)
AN > 1 — cos Lu
R ZA/ 7TLU2 du
JAN
> — JAN
- 2 =3 / 77Lu2
_ L 601
N 2 7L §
_ 46
2 aL A
_5_ 1
2 rwL

O

6.9 Lemma. Scien X1, Xy ZVen mit Fy, Fo und mit integrierbaren charak-
teristischen Funktionen ¢1 und ¢a. Dann gilt:
L [% —ita®1(t) — 02(0)

Fl(x)—FQ(Z'):—% - il

Beweis. Diese Aussage folgt aus Korollar 5.24 (Durrett, Section 2.4) O

6.10 Lemma. Seien F und G Verteilungsfunktionen mit charakteristischen
Funktionen ¢p und ¢pg. Fir jedes L > 0 gilt:

1 [E 1 24\
sup|F(a) - Gla)| <+ [ 167 (8) = 6 (0)] gt + =7

z€R
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Beweis. AN < 2A1 + %

Fu) = / Flz — whi(u)du, Gr(z) = / Gl — w)hi (u)du

Da die charakteristischen Funktionen der Verteilung mit Dichte hr(x) gleich

t
(1 — %) ist, sind die charakteristischen Funktionen von Fj, und Gp,

or(t) (1= 1) wma oo (1~ 1)

Nach Lemma 6.9:

o) @) < o [ o (1= 1) o0 (1- Y| Lo
L) =B L= 9n o |OF L G L) |7
1 b 1L\ 1t\ "] dt
= — —_— — _— 1 —_—— —_—
I dt
< — _ haid
= o —L‘¢F(t) ¢G(t) |t‘
O
ro1 u?
Beweis von Satz 6.7. G(x) = ¢(z) = / e 2du
—oo V2T
12
G'(z) = %677 < % = A Wir werden annehmen, dass
E [Xl] = 0, Var [Xl] =1
Wir wenden Lemma 6.10 mit
F(z)=P (j% < :c> und G(z) = ¢(z)
Sh I w2 | dt 24
= P|—=< — < - (t)—e T | — 4 ——
ilelg <\/ﬁ o 3:) o(@)] < m /—L ¢575( )=e [t|  V2rrL

3
Aus Lemma 5.19 folgt, dass ’¢X1 (t)—1+ %‘ <E []Xlﬂ %.

Falls £2 < 2, [ox, ()] <1- 5 +E[1X1P) &.

.  4vm " o
Wihle L = E[X Dann fiir |¢t| < L mit:

o ()| 1o 2 BT ] e

2 4t 5t2 52
— 1 — — =1 — < e 18n
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Dann:

Gsy(t) —e 2

“[(on (G - ()
(ot () o () )

m=0
n—1
t 2
<y ox () - E
m=0 \/ﬁ

t 2 t 2 n—1
<n|¢x, NG —e 2| (maxq|ox, ﬁ ,e Van
< n|ox, (tn) e b | e B )

5 ¢ 2l < nle t 1+t2 N 2 1+t2
n —— — n —_— — R on — _
X\ Vn ¢ =X NG om| TE n
3 2
t 2 t
<nE[yXIy3} M~ S
6n2 2n
—x z2 . _2 t2 t4
Wegen |e™® — 1+ x| < 5 gilt, njem 2 — 1+ 5| < ¢

t2
= |¢ps, —€ 2
vn

3 3 2
<<E[|Xllllt+t‘*>e—l, It < L und n > 10

— 6n2 8n

31 42
S 1 (L e (E [\Xl\ }t 1t 24
=sup|P | —= ) — ¢z S/ e 1 | — 4 4+ |dt+
zp <\/ﬁ> @) ™J-L 6n% 8n 2L
1 [ 24
< — e 1 (...)dt+
s /_L () VornL

6.3.1 Gesetz vom iterierten Logarithmuss
Sei {X;} eine Folge von iid ZVen. S, = > | X;.

e Cesetz der groken Zahlen E[X;] = a = 22 ELiN

n

4fiir n > 10
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e ZGWS beschriankt die Schwankungen von S,

P <S" — < a:) )

o?n

= P (|Sn — na| > zv/no?) 2= 2(1 — ¢(x))

6.11 Satz (Gesetz vom iterierten Logarithmus). Ist E[X;] = 0 und 0? =
Var [X1] € (0,00), so gilt:

=1

Sn Sn
P limsu =1)=1und P (liminf =-1
< ey V202nloglogn ) < n—o0 v/20%nloglogn )
Wir werden den Satz unter der Annahme X; ~ N (0, 1) beweisen.

6.12 Lemma. Seien (X1) @id ZVen mit einer symmetrischen Verteilunyg,
d.h. Px, = P_x,. Dann gilt:

P (%133’(51@ > :c> <2P (S, >x)

k<n
Fiir jedes k gilt:

Beweis. A = {maXSk > x} B, ={S; <z,Vj<k,Sk >z}, B={S, >z}
P(BﬂBk)ZP(Bkﬂ{SnZSk}):P By ﬂ{XkH—i—...—i—XnZO}
€(X1p0 X €(Xps s Xn)
=P(Bg)P(Xgs1+...+ X, >0)

PXp1+..+Xp,>0)=1-P(Xpp1+...+ X, <0)
=1-PXpp1+...+Xp) + P X1 +...+ X5, =
=N — P (Xp1+ X5 > 0) + P (Xpy1 + ...+ X, = 0)

1+1

2 2
1

= P(BNBy) 2 5P (B)

=P (Xgp1+...+X,>0)= P(Xpt1+...+X,=0) >

= P(B)=P|Bn (Lnj Bk>> :Zn:P(BﬁBk)
k=1

k=1

1 1 " 1
S e e ((m) - e (e )

5Symmetrie
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6.13 Lemma. Sei Y,, ~ N(0,0?) mit 02 1 co. Sei ap, : —2— — oo. Dann

Voin
/o 2 a2
P (Y, >ap) ~ \ﬁa VN 020 fiirn — 00
n

gilt:

Beweis. Z, := \}K% ~ N(0,1)
o’n

an, & 1 u?
Also, P (Y, >a,) =P <Zn > 2) = / e 2 du

u2 €T
L'Hospital Regel: [“e 2 du~1le 2, 2 — oo O

T

Beweis Satz 11. 0 =11, := v/2nloglogn

Wihle € > 0= XA =1—¢, ni = N\, k > ko, wobei ky > e(loglog ko)

Definiere Ay, = {S,, > A\, fiir ein n € (ng, ng41)} und

A = { A, tritt unendlich oft ein} = {S,, > A}, tritt fiir unendlich viele n ein}
Wenn wir zeigen, dass -, P (Ay) endlich ist, dann gilt nach Borel-Cantelli-

lemma: P(A) =0= P (hm SUDP,, 00 17” = ) =0

S, 1
:>P<limsup¢n>1> U{hmsup>1+ }
J

n—oo n n—oo wn

[ee] - 1
:ZP(limsupS>1+.) =0
(0 J

j=1 n—oo n

P (Ag)

IN

(Sp > Ay, fiir ein n € (ng, ngy1)])

P
P( max S, > )«/}nk>

n<ng41

2P (Spyoy = My

IN

IN

Nach Lemma 6.13:

2
e -Gz
V2T AP,

< CeNoglogny C(log nk)_)\
SClki)\7 >\:1+6

P (Sppiy > Mp,) ~

Zk‘_l_€ < 00 = Z P(A;) < o0
k=1 k>ko

P (limsupsn < 1) =1 (6.1)

n—oo n
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€ > 0,\=1—¢e. Wenn wir zeigen, dass
P (S, > Ay, fiir unendlich viele n) =1 (6.2)

dann bekommen wir:

n—oo n n—oo n

n T Sn
P(limsup521>:P ﬂhmsupw—zlfe =1
=1

Zuerst (1) auf Folge (—S,,) anwenden:
= P (-5, < 21, fir alle gegen n) =1
ng = Nk, N>1=P (Sn,%l — 21y, , fiir alle grofen k) =1
Yy := Sny — Snp_y = 1Sy = —2¢n;_ } = {Sn, > Yo — 2¢p,_,} (6.3)
Wir nehmen an, dass
P (Yk > AMp, + 21y, fiir unendl. viele k})ﬁ{Snk_1 > =2, Vk > kot =1

{X}} sind unabhéngig und Y3 ~ N(0,n; — ng_1). Dann nach Lemma 6.13,

€
P (Yi > My + 200, ) zﬂP (Yk > (1- 5)%)
N ( e)? Ve
~ = ——€Ip| — 1--) —/——
> %e{—(l—é) loglog N*} i3 ein § > 0
(Inln NF)2

> ConstN) —115

(log k)2
k—l—(s

i>2 (log K)

ng —Ng—1

= o0

D=

= ZkzZQP (Yk > Ay, + 2#’”1@71) = oo und {Y; > Ay, + 24, , }- unab-
héangige Ereignisse.

= P (Y > My, + 2ty unendlich viele k) =1

:>P<limsupsn = 1> =1

n—oo n
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6.4 Poisson’sche Approximation
Seien (X;) iid ZVen mit P(X; =1) = p, P(X; =0) =1—p, p € (0,1)
Sn _ Z?:l Xz P( Sn—np ) n—o0 ¢($)

np(1-p)
Xl,la CR) Xl,k‘la P(Xl,k; = 1) = Pn,k
Xo1, ooy Xogy, P(Xop=0)=1-pps
X?’L,lv ceey X2,k27 P (Xn,k = 0) =1 — Pnn

X ~ Polsonli) s p(X = k) = et k>0

6.14 Satz. Fiir jedes B € B(R) gilt:
kn
|P (S, € B) — Poisson,,, (B)] <Y piy
k=1

Wobei pin = 35—y Prk

6.15 Korollar. Falls j1, — p und maxy<g, pnr — 0 so gilt S, = Poisson,,

Beweis (Coupling). Sei w = (0,1)* F = B(Q), P = Lebesgue-Maf auf
Unser Ziel: (Y, x)}_; mit Y, ; ~ Bernoulli(py 1)
(Znj)p—q mit Zy ), ~ Poisson(py k) w = (wi,...,wn,)

. o 0, Wi > 1 — Pnk
Definiere Yy, j,(w) = { 1 wp=1—pon
= PY,r=1) = P(wg >1—ppi) = Pk Auberdem gilt, dass {Y,, ;} un-
abhingig. Setze m, = > Me_pn’k‘, r=20,1,...

m=0 m!

o
Definiere Z,, ;, = Z Lorelmr,m)}y =

{ 0, wg <o
r=0

r, falls wg € [mp—1,7)

k
P(Zyx=r1)=P(wy € [mr-1,m)) = (%;’:“)e—pn,k

= Zn 1 ~ Poisson(py, 1, und {Z,, 1} sind unabhéngig.

=P (Yo, # Zny) =P (wn €[l —ppr, e Pm* oder wy € (e Pk + ppe Pk, 1])
— (e_pn,k _ 1 +pn,k) + (1 —_ e_pn,k _ p’I’LJCe_pn’k)

_ pn,k(l — e7Pnk) SIEOnk:
kn kn kn kn
n=1 n=1 n=1 n=1

M—e <z
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kn kn kn kn

P (Z Yok € B) =P (Z Y, 1 € B, ZYM = ZZM>
n=1 n=1 n=1 n=1

kn kn
+ P ( Y%%:E-B7j£:}%$:#zzh$>

n=1 n=1

() (D)
NP (S 2 € B V£ 3 Z0s) ~ P (Vs € BY. £Y),
<P (Y Yk £ Zuk) <D0

™ Zyso ~ Poisson(3_ pu) < Poi(A) ® Poi(u) = Poi(u + \)
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Kapitel 7

Bedingte Erwartung und
Verteilung

7.1 Definition von bedingten Erweiterungen
(Q,F,P)ein WRaum. B€ F: P(B) >0

P(ANB)

P(B) bedingte WKeit von A gegeben B

P(A|B) =
= Pp mit Pg(A) = P (A|B) ist ein W’Maf auf (Q2, F)
= Ep[X] = E[X - 15]/P (B) = E[X|B]
X,Y unabhéngige XVen, f(X,Y) - messbar. Sei Y : P (Y =) >0

E [f(X,Y) Ly
P (Y =yo)
_E[f(X,Y0) Ly
B P (Y =yo)

=E[f(X, Y]

E[f(X, Y)Y = yo] =

7.1 Definition. Sei {A;} C F mit A; paarweise disjunkt, P (A4;) > 0 fiir
allei > 1, A= 0({A;}) Sei X eine ZV mit E[|X|] < oco. Dann heisst die ZV

X(w)=>_ WM(W)

i=1 v

die bedingte Erwartung von X gegeben A. X € L? dh. E [XQ] < 00
E [XY] =Skalar-produkt in L2, Sei Hq = {X € L?LX ist A-number} Wir
wissen, dass E [X] die Funktion E [(X — a)?] minimiert. Bedingte Erwartung
ist eine ZV aus H4 die E [(X — Y)?| minimiert.

Minimum wird auf der Projektion X von X auf H A erreicht, d.h.

75
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E[(X—X)Y} =0 VY€ Hy

g(¥)=E[(X —Y)? =E [(X—XJFX—Y)Q}
—F [(X—X)2+1E [(X—X)(X—Y)”
—E [(X+f/)2} =g(X)+0+E {(X—Y)Q]
> g(X)

XcHy= X =32 a1y (w),E
Wihle Y = 14,

_OO
:E[X—ﬂAi}:E[X]lAi]:E S il la, | =Elaila] = aiP (A))
=

E[XﬂAi]

= @i = "pa,)

Eigenschaften ( der bedingten Erwartung).

o E[X|A] = X fiir jedes X A-messbar.

e A={0,Q} =E[X|A] =E[X]
7.2 Lemma. 1) X = E[X|A] ist A-messbar
2) E[X14] = E [X]lA} YA€ A
Beweis. 1) Klar

2) Ac Ae i} A=U2 4, = E [XHA} = E [XZZL ]lAfn} -

N X4,
S E [ Xla, | = T2 [P(Ain)]lAz‘n] = XL E[X1a, JE[X D14, ] =

E[X1 4]
O

7.3 Lemma. Die Figenschaften (1), (2) sind zur Definition 7.1 dquivalent.
Beweis. e Definition = Eigenschaften ist schon bewiesen.
e Eigenschaften = Definition 7.1

1) X — A—messbar = X € Hy X = 32° a;ll 4,
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9) mit A = A; : E[X1,] = E [X]IAZ} = Elaila] = a;P (4)
E|X14.
= a; = 7£—"’(Aj)l]

O

7.4 Definition. SEi X eine ZV mit E[|X|] < oo, sei A C F. Die ZV X mit
Eigenschaften

1) X ist A-messbar
9) E[X14] =E [XnA] VA€ A

heifst bedingte Erwartung von X gegeben A

7.5 Satz. Fiir jede ZV X € L' und jede A C F emistiert die bedingte
Erwartung und ist fast sicher eindeutig.

Beweis. 1. Fall: X > 0. Definiere Q : F — Rmit Q(A) = E [X14]. E|[| X]] <
00 = Q(A) ein endliches Mal und falls P(4) = 0 = Q(4) = 0 =
@ < P =-. Nach Radon-Nikodym-Satz 4 eine .A—messbare Funktion X:

Q(A) = [, XdP VAe AX ist f.s. eindeutig = E [)A(]IA} O

7.2 Eigenschaften von bedingten Erweiterungen
A X A—messbar = E [X]|A] = X fast sicher
B o(X) und A unabhéngig = E[X|A] = E [X] fast sicher.

Beweis von B:. E[X]| = const = E [X] messbar bzgl. A = (1)

EE[X]14] = E[X]P(4)
E[X1i = E[X]E[L4]=E[X]P(4)

b= EXL]=BEXL > @
O

C E[aX + bY|A] = aE [X|A] 4 bE [Y|A] fast sicher

D X <Y fast sicher = E [X|A] < E[Y|A] fast sicher

Beweis. E [X]lA] =E[X14]<E[Y14]=E {?]IA} fiir jede Menge A C
A. Dann fiir A == {X — Y > ¢} gilt: OZE[(X—?)ME} > Elela] =
eP(Ae)éP(Ae):0Ve>O:>P<)A(>Y>:O:>P<X§Y>:1 O

E X,>0:X,1X mit E[X]<oco=E[XA TE[X|A]
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Beweis. Y, =X —-X,,,Y, |0

Nach Eigenschaft D gilt: E [Y},|.A] ist monoton fallend und E [Y,,|A] > 0 =
E [X,,|A] monoton wachsend und < E [X|A] = Jlim, o E[Xy|A] und
ist A-messbar. [, lim, o E [Yo|A] <= [, E[Y,|A]dP = [, Y,dP ==

[4 lim Y, dP = lim,, . E[Y,|A] = 0fs. = hmnHOOIE [Xn|A] = E[X]A]
-
- O

P E[E[X]A] = E[X]
G Falls X A—messbar, ist E[|Y]] < oo, E[|[| XY]] < oo, so gilt E[XY|A] =
XE[Y|A]
Beweis. XE[Y|A] ist A-messbar = (1). Also miissen wir zeigen, dass
E[XY14] = E[XE[X|A]14] AcA (7.1)
a. Fall: X =1p,B € A. Dann gilt:
E[XY14] =E[Y1anp] =E[E[Y|A] 1ans]

=E[1gE[V|14]]
=E[XE[Y|A]14]

b. Fbll: X = >""  ¢lp,B; € A. Dann folgt (*) aus Linearitit der be-
dingten Erwartung.

c. Fell: XY >0 3{X,} an einfachen ZV: X T X. Dann (*) fir einfache
Funktionen folgt

/XYdPH/XnYdP:/XnE VA dP—>/XE V| A] dP
A A A A

= (%)
ARl X=Xt - X" Y=Yt-Y"~

H (Turmeigenschaft) A4; C As — o—Algebra. Dann gilt: E [E [X|A]]As] =
B[E [X|A2] [A1] = E [X]A4]

Beweis. Beweis von H: E [X|A;] ist A —messbar ZV. Da A; C Aj so ist
E [X]A;] — Ag-messbar. Dann nach A: E[E[X|A;] |A2] = E[X]A]. Fur
jedes A € A; gilt:

/AIE[X]Al] dP—/AXdP—/AIE[X]Ag] ap
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Mit anderen Worten:
E[E[X[A2]14] =E[E[X[A]14], A€ A
= E[E [X|Ag] |A1] = E [X].A4]

Falls X € L? soist Y — E [(X —Y)?] minimal fiir Y = E [X|.A], wobei
Y € {alle A — messbare ZVn mit der 2.ten ?}

|E[X]A]] < E[|X]|A]
Sei ¢ eine konvexe Funktion, E [|¢(X)|] < oo, E[|X]|] < co. Dann

E[¢(X)|A] > ¢(E [X|A])fast sicher (Jensen’sche Ungleichung)
Beweis. g.(y) = W,y €Z\ {x}
1) ¢—konvex = g,(y) monoton
2) D™ (z) = limyy, g2 (y) und D (z) = limy |, g,(y) existieren.
3) ¢(y) = é(z) + (y — 2)ga(y) = ¢(x) + (y —2)D~(z) y<u=
$(y) = d(z) + (y — 2)92(y) = ¢(2) + (y —2)DT(z) y>=
= oY) > o(z) + (y =) DT (x) Va,y
4) D*(x) ist monoton (Klenke Satz 7.7) = D% (z) ist messbar.
5) Y = Xz =E[X|A] = ¢(x) > ¢(E [X|A])+(X—E [X|A]) D" (E [X].A])
VRIS B [p(X)|A] > @(E[X]A]) + E[(X — E[X|A] D*(E [X|A])]
Nach 4) ist DT (E [X].A]) A—messbar. Dann E [(X — E [X|A]) D (E [X|A])|A] =
DT (E[X|ADE [(X — E[X]A])|A] = D™ (E [X]A])(E [X]A]-E [E [X]A] | A]) =
—_———
. —E[X] 4]

O]
7.6 Definition. E[X|Y] = E [X|o(Y))]

7.7 Satz. Ist X eine o(Y)—messbare ZV, so existiert eine messbare Funktion

¢:R—R, so dass X = ¢(Y).

Beweis. 1.Schritt X = 14,A € 0(Y) Aco(Y) < 3B € B(R) : A =
y-1(B)
Definiere ¢ = 1g X =14 = ]le<*1> =lyep = ¢(Y)
B

ii.Schriitt X ist eine einfache Funktion. X = > ¢;14,,4; € 0(Y), ¢ =
> cilp, wobei 4; =Y 1(B;)

iii.Schriiitt X ist beliebig = {X,,} von einfachen Funktionen, so dass X,, —
X. Nach 2. Schritt, 3 Folge {¢n}, so dass X, = ¢n(Y).
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iv.Schrivtt Defniere B = {z € R : lim,_.o0 ¢(2) existiert} € B(R) und
definiere ¢(z) = { Mmoo Pn(@), T EDB

0, v e B ist messbare =
X =¢(Y)

O

7.8 Definition. Sei ¢ = E[X|Y] = ¢(Y). Dann ¢(Y) heift der bedingte
Erwartungswert von X gegeben {Y = y}

E[X]Y] = E[X|Y = ¢] |,y

7.3 Bedingte Verteilungen

7.9 Definition. P (B|Y =y) = E[1p|Y = y] heift bedingte Wahrschein-
lichkeit von B gegeben {Y = y} P (B|A) = E[1p|.A] heifst bedingte Wahr-
scheinlichkeit von B gegeben A

P (B|A) (w), P (-] A) (w) ein WMaR ist? Sei { B;} eine Folge von parrweise
disjunkten Mengen. Dann P (| J;2; Bi|A) = >, P (B;|A) fast sicher. < 3
Nullmenge N({B}) : P (U2 BilA) (w) = Y1) P(Bi|A) (w) Yw € Q)
N({B:})

7.10 Definition. Die Funktion P (w, B) heift reguldre Version der bdingten
W’Keit gegeben A falls:

a) Fiir jedes Q 3 w ist P (w,-) ein WMaR auf (2, F)
b) Fiir jedes B € F ist P (-, B) eine Version P (B|A)

7.11 Definition. Sei X eine reelle ZV. Die Funktion P (w, A)heifit regulére
Version der bedingten Verteilung von X gegeben A, falls

a) Fir jedes w € Q ist P (w,-) ein WMaf auf (R, B(R))
b) Fiir jedes A € B(R) ist P (-, A) eine Version von P (X € A|A)

Seien (X,Y) ZVen mit gemeinsamer Verteilung, die absolut stetig bzgl.
A ® p ist. Die Dichte f(x,y)

P((x.y) € 4) = /A )X x p( de, dy), A e B(R?)

Klar, dass fy(y) = [ f(z,y)A(dx) die Dichte von y bzgl. u ist. Definiere
S (@) fy(y) falls >0
Py (XIY) = A

) Dann gilt: P (X € B]Y =y) =
0, sonst
fB fX|Y(X|Y))‘dx
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Beweis Obige Aussage. Aus der Definition von bedingten W’keiten folgt,
dass P (X € B|Y = y) durch folgende Gleichheit definiert is:

P(XEB,YGC):/CP(XEB|Y:y)Py(dy)

L ([ rvxivinaa)) sentan = [ ([ faytelns,utan ) s
:/Bxcf(l‘»y))\®u(d:c,dy)

=P((z,y) e BxC)=P(ze B,y ()
S E[g(@)Y =] = /R 9(2) fxpy (X|Y)A(dz)

= Efg(a)|Y] = ( / g(z)fX|y<x|y>A<dx>) ey
]

7.12 Satz. Fur jede reellwertige ZV X emistiert die regulire Version der
bedingten Verteilung von X gegeben A (ohne Beweis)

7.13 Satz. Sei P (w, B) die requlire Version von der bedingten W’Keit ge-
geben A und sei v € L'. Dann gilt:

E [X]A] () = /QX(w)P (w.d) £

Beweis. iibung O
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Kapitel 8

Martingale

8.1 Definition. Eine monoton wachsende Folge 7y C F; C Fy C ...
von o—Algebren heift Filtration. Ferne eine Folge von ZVen (M,,) heift
adaptiert an die Filtration (F,) falls fir jedes n > 0 M,, F,,-messbar ist.

Martingal
8.2 Definition. Eine Folge von ZV (M,,) heift ¢ Supermartingal » bzgl.
Submartingal
Filtration F,,, falls:
M1 (M,,) ist an F,, adaptiert

M2 E[|M,|] < oo, Vn >0

M3 E [Myi1|Fp]

VA

8.3 Bemerkung. e (M,) ist Supermartingal < (M,,) Submartingal

e (M,) ist Martingal < (M,,) Submartingal und Supermartingal

8.4 Beispiel. Seien (X;) unabhéngige ZVen mit E [| X;|] < oo Vi > 1 Definiere

Mo = 0M1 = Z?:lX%n > lund]:() = {@,Q}, fn = U(X1,X2,.. . ,Xn),n >
Martingal =

1. Dann ist (M,,) ein ¢ Supermartingal » bzgl. 7, @ E[X;]< < » Vi>1
Submartingal >

Beweis. M1) Hy = 0 ist Fo—messbar, X,, ist F,—messbar, falls £k < n
= > r 1 X, ist F-messbar.

M2) (Mp) <3 poy [ Xl = B[ Mp[] < 375 E[|Xn]]

83
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M3)

E [Mn—&-l‘fn] — E [Mn + Xn+1|fn]

! n + E [Xn-l—l] Mn

(AVAVARI

Roullette:

e Am Anfang setzt der Spieler 1 €auf Rot
e Hat er verloren, so setzt er 2 €auf Rot

e Hat er wieder verloren, setzt er 4 €auf Rot
usw.

Halbmathematische Modell: (Xx) unabhéngige ZVen mit P (X, = £2%) =
2 (X, ist der Gewinn in der n-ten Runde). Definiere M, = >} | X} (=
Gesamtgewinn in erster n-Spieler). Defniere T' = (inf,in){k > 1 : 2, > 0}

31 ==

8.5 Lemma. Ist (M,) ein Martingal bzgl (F,), so ist My, ein Martingal bzgl
(O’(Mo, Ml, ey Mn))

Beweis. M1) ist o(My, My, ..., M,)—messbar
M2) E[|My]] < oo

M3) My Fp—messbar und Fy, C F,, Yk < n = M, ist F,—messbar Yk <n
= O'(Mo,Ml, .. ,Mn) Cc F, Yn > 1E [A7\4n_~_1|0'(]\40,]\417 .. ,Mn)] =
E [E[Myy1|Fn) |o(Mo, My, ..., M,)] = 2B [M,|o(Mo, My,...,M,)] =
M,
O

8.6 Bemerkung. Wenn man “(M,) ist ein Martingal” ohne Angabe der Filtra-
tion (Fx) sagt, so meint man “(M,,) ist Martingal bzgl. o(My, My, ..., M,)"

Martingal =
8.7 Lemma. Sei (M) ein ¢ Supermartingal 3 so gilt: E[Mp41] ¢ < p E[M,] Vn >
Submartingal >
Beweis. E[M,41] =E[E[Mp+1|Fa]] 8 < p E[M,] O
>

2Turmeigenschaft
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8.8 Lemma. Ist (M,,) ein Martingal bzgl. (Fy,) so gilt: BE[My|Fi] = M; i <
n

Beweis. i =n E[M,|F,] = M,
i=n—1 E[M,|Fn-1] = M,_1 nach (M3)
i —1i—1: SeiE[M,|F;] = M; schon bewiesen E [M,,|F;_1] = E [E [M,|F;] |Fi—1] =

M3
E [M;|Fi—1] M-y
O

8.9 Lemma. Sei (M,,) ein Martingal bzgl. (F). Ferner sei ¢ eine konvexe
Funktion (¢ : R — R). Ist E[|¢(My)|] < co Vn > 0 so ist (¢p(M,)) ein
Submartingal.

Beweis. (M7) und (Ms) sind klar. (M3) : E [¢(My1]|Fn] > ¢ (B [Myi1]Fn))
—_——

Mn
O

8.10 Bemerkung. Der Beweis vom Lemma zeigt auch die Aussage: Ist (M,,)
ein Submartingal und ¢ isteine konvexe, monoton wachsende Funktion mit
E[|¢(M,)|] < oo Vn > 1, so ist (¢(My))n>0 ein Submartingal.

8.11 Beispiel. Wenn (My) Martingal ist, dann sind (M2), (|My,|) und (M)
Submartingale, fallsdie entsprechende Interaktionsbedingung erfiillt ist.
8.12 Beispiel. Ein Anleger kauft My Aktien einer Firma. Wy=Wert der Ak-
tien beim Kauf. Y,, = Kurs einer Aktie n Tage nach dem Kauf W,, = Wert
von Aktien n Tagen nach dem Kauf M,, = Anzahl der Aktien im Besitz des
Anlegers zwischen Zeitpunkten (n-1) und n

Forderung M, ist o(Yo,Yn,...,Yn—1)—messbare. Es ist einfach zu sehen:
Martingal

Wy, = Wyt + My (Y, — Y,_1) Falls (Y},) ein Supermartingal ist, so
Submartingal

gilt:

E[W,] =E[Wyp_1] + E[Hp (Y — Yo_1]
=E [Wn—l] +E [E [Mn(Yn - Yn—l)‘Fn—IH =E [Wn—l] +E [MnE [(Yn - Yn—1|-7:n—1“

8.13 Definition. Die Folge (M;,),>1 heifit previsibel bzgl. (F,), falls M,
Fn_1—messbar ist, n > 1

8.14 Satz. Sei (Y,) ein Supermartingal bzgl. (Fy,). Falls (M,) [previsibel
bzgl (F,) ist, und 0 < Hy, < ¢, dann ist

n
((H —Y)n:= Z M;(Y; — Y]1)> ein Supermartingal
=1 n>0
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Beweis. (M1) und (My) klar.
(Ms):

E[(HY )n1|Fn] = E[(HY )n + Hng1(Yns1 — Vo) | P
= (HY)an+1 E [(Yn+l - Yn)‘fn] < (Hy)n

~~

<0

O

8.15 Bemerkung. Satz 8.14 laft sich fiir Submartingale und Martingalefor-
mulieren. Im letzteren Fall reicht es |M,,| < ¢, zu fordern.

8.16 Definition. Eine ZV T : Q — Ny U {oo} heift Stoppzeit bzgl. (F,,) ,
falls {T =n} € F, Vn € Ny (& {T' <n} € F, Vn € Ny)

8.17 Beispiel. Sei (M,) irgendeine Folge von ZVen und sei A € B(R). Dann
ist T =inf{k > 0: M}, € A} eine SZ.

Beweis. {T =0} = {Hp € A} € o(Mp) Fiir jedes k <1 {T =k} = {My =
AC,Ml:AC,...,MnflAC,MnEA}CO'(Mo,Ml,...,Mn) O

8.18 Satz. Ist die Folge (M,,) ein Supermartingal udn T eine SZ bzgl. der-
selben Filtration (Fy), dann ist (Mran)n>0 ein Supermartingal (mit a Nb =
min{a,b})

Beweis. Hy, := 17>,
{T>n}=|{T'<n-1}| € F,-1= H, ist F,_i1-messbar H,, ist previ-
sibel

(H—M), = ZHi(Mi - M; 1) = Z Lir>iyM; — Z Lir>iyMi—a

i=1 =1 i=1

n n—1
=D Vg Mi— Y UyrsjyM; =
i—1 =0
n—1
=yr>ny Hp + Z Lirsiy — Yyrsipny | Mi — Lyr>13 Mo
i—1 ey
n—1
= LiponyHn + Z Milp=; — Mo Lyr>1y
i=1 SN——

=1-17—9

n
=1ironyHn + Z Milyr—i — Mo
i=0
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n—1
Mrpn — Mo = Mrpn (Z Lop—iy + ]l{TZn}> — Mo

i=0
n—1
=3 Mrpplo—i + Mranlirsny — Mo
i=0
n—1
= Z Milir—jy + Mplypsny — Mo
i=0

= Mppn0My = (MM),, n>0Da0< H, <1 nach Satz 8.14 ist die Folge
(M H),, ein Supermartingal = Mrpu, — My ist ein Supermartingal = (Mra,)
ist supermartingal. O

8.1 Fast sichere Konvergenz von Martingalen

Sei (M) ein Submartingal, a <b e R Ny = —1

Nop_1 = lnf{l > Noy_o: M; < (l}

Ngn = mf{z > NZn—l : ]\4Z > b} fir alle n >1

Mn,,_, < a&Mp,, >bVk>1

Wir werden sagen, dass (M,,) zwischen Na,_1 und Ny, die n-te Aufkreuzung
tiber Interval (a,b) hat. Setze U, = sup{k > 0 : No; < n} = Anzahl von
Aufkreuzungen bis zum Zeitpunkt n.

o)t _a)t
8.19 Satz. Ist (M,,) ein Submartingal, so gilt E [U,] < E[(Mn—a) I])_f[(M” 2)']

Beweis. ¢(x) := a+(z—a)’ ¢ ist monoton wachsend und konvex. Dann, nach
8.10, ist (Y, := a+ (M,, + a)"),>0 ein Submartingal. Ausserdem, (M,,) und
(Y,,) haben die gleiche Anzahl von Aufkreuzungen iiber (a,b). Definiere H; =

<< . >
{ 1, falls Nop_1 < i < Nopfiir ein k> 1 Bs gilt: (b— a)U, < (HY )y =
0, sonst
E[MYy n n
E[U) < SRl (MY), = S, Mi(Y; = Yic1) = S5, (Vi - Yimr) =

Yo (1=M;)(Yi—Yiz1) =Y, =Yy — (1 - M)Y),, Ausserdem gilt: {1—M; =

0} ={M,; =1} = Ui {Nak—1 < i < Nop} = U2y ({Nog—1 <i—1} N {Ngy, >i—1}
= M,, ist previsibel bzgl (F,) Satz g 14 ((1 = M)Y),, ist Submartingal
FRSETE((1- M)Y),] > E[(1- H)Y),] = 0= E[(HY),] = E[V,] -
E[Yo]-E[(1 = M)Y)a] < E[Yo]-E [Yo] = E[(My, — a)F]-E[(M —a)*"] D

8.20 Satz (Martingal Konvergenzsatz). Sei (My,) ein Submartingal mit sup,,>q E [M,;[] <
o0. Dann konvergiert My, f.s. gegen eine ZV Mo, mit B [|Moo|] < 00

Beweis. a,b € R,a <b

E[M,] + |al

E[U,] <
[Un] < b—a

(M +a)t < M7 +a| ,E [(My—a)*] > 0)
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U, 1 U € ]0,00] Nach Satz von Monotoner Konvergenz

+

n—00 n b—a

= u < oo fs. (P(u=o00)=0)

n—00 n—00

=P (liminan <a<b< limsupMn> =0

= P U {liminf M,, <a < b <limsupM,} | =0
n—00 n—00
a<beQ

= P (liminf M,, < limsup M,,) =0
= P (liminf M,, = limsup M,,) = 1
= M,konvergiert f.s. My, := lim M,

E[MZ] = E[lim M*] = E [liminf M,] < liminf E [M*] < 0o
E [M3] <liminfE [M,]
=E[M,] =E[M,;] -E[M,) <E[M,] —E[M] = supE [M,] <
O

8.21 Korollar. Ist (M) ein Supermartingal mit My, > 0Vn > 0, so konver-
giert My, gegen einen Grenzwert My fast sicher und E [Myo] < lim,, o E [M,,] <
My

Beweis. (—My)n>0 ist ein Submartingal. (—M,)* = 0 wegen M,, > 0 =

sup(—M, )t = 0 < oo | Nach Martingalkonvergenzsatz: M, Jastsicher, M.
n>0

Nach Fatou-Lemma:

E[My] =E { lim Mn} < lim E[M,] = lim E[M,] < E[M]
n—oo n—oo n—oo

konvergiert M, gegen My auch in L;? (X;) iid ZV mit P(X; = +1) =

%, So=1,8,=14+>}_ xk,n>1(Sy)n>0 ist ein Martingal. N := inf{k >

1: S, = 0} ist eine Stoppzeit. Stz &18 Sot ein Martingal, dazu > 0. Nach

Korollar 8.21 Syan — Moo £5. P(Mog =0) = 1 = E[Mu] = 0 Aber

8.22 Beispiel (Polya Urne). r= # rote Kugeln, b = # blaue Kugeln, R,, = #
Anzahl von roten Kugeln, nach der n-ten Ziehung. Behauptung M,, = :rbliﬁl
Martingal.
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Beweis. F, = 0(Roy, Ry1,...,Ry)

M1) M, = :jb}i’;l = ¢n(R,)— messbar bzgl. o(Ry, Ry, ..., Ry)

M2) 0< M, <1= M, clL!

M3)
E My 1| Ry = 11, Ry =19, Ry = 7] = | 2004l p i e (1, ]
’ Y r+b+n+1 ’
r+ Ry Rn—l—l_rn .
S B/ o e N it
r+b+n+l [r+b+n+1‘R rivi €| n}]
B r+ R, 1 r+ R, 0 g
S rd+b4+n+1l r4+bdn+lr+b+n r+bdn+lo
7’+Rn 1 T‘i‘Rn
=™ 14 =
r+b+n+1 r+b+n r+b+n

= E [My1|Fp] = E [Mypt1|Ro, Ba, ... Ry] = E [My1|Ri = 1 Vi € [1,0]]],,=pyvienn) =

,,Tbﬁ’; — M,, = Nach Korollar 8.21 M,, == M., Man kann zeigen, dass

Fare (@) = G (1 = 2)P Mgy (@)

O

8.2 Martingalungleichungen

8.23 Satz. Sei (M,,) ein Submartingal und T eine beschrinkte Stoppzeit,
d-h.In>1:P(T <n)=1. Dann gilt:

E[Mo] < E[My] < E[M,]
Beweis. Nach Satz 8.18 ist (Mra;)i>0 ein Submartingal.
= E [M()] =FE [MT/\Q] < E [MT/\n] =K [MT]
H; = 1yr<;—1y,% > 1. Dies ist eine previsible Folge. Nach Satz 8.14 ist
((H o M)j)k>0 ein Submartingal
k K k-1
i=1 i=1 i=1

k—1
= Mylir<g—1y — Molyr<oy — Z Milr—p
=1
k—1
= Milirap 1y — ) Milyr—y
=0
k—1
= My, — Myplypsp_ry — Y Milpp—y = My — Mg
=0
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E[M,] — E[M;] = E[M, — My] = E[M,] — E[T An] = E[(H o M),] >
E[(H o M)o] =0 O

8.24 Satz (Doob’sche Ungleichung). Sei M, ein Submartingal. Dann gilt:
+
P (mascn My > 2) < 4B M sy ] < ERE] G > 0,vn > 1

Beweis. A = {maxy<y, M,j >A} N=inf{i >0: Mi+ > A}

AP (A) < E[Myanla] = E[Mypn] — E[Myand ac]

Satz 8.23
< T E[M)]-E | MyppLac| =E[My(1 — 1 4]
N——
=M,
=E [M,14]
E[M,14] < E[M;] O

8.25 Beispiel. Seien (X;);>1 unabhéngige ZVen mit E [X;] = 0 und 01.2 =
E [Xf] < 00. Dann gilt:

ZZ:1 02'2 Var [Sy,]
2

> < =
P(?ffw’“'—A) = X\

Sp-Martingal = |S,,| submartingal = S2-Submartingal

8.26 Satz. Ist (My,)n>0 ein Submartingal, dann gilt fir jedes p € (1,00) die

Ungleichung:
\’ p\" +\P
E|(maxM ) < | o7 ) B[|(47)7]]

8.27 Korollar. Ist M, ein Martingal, so gilt:
p » \?
o [(meon) ] < (1) El0a
k<n p— 1
Beweis von Satz 8.26. M,, := maxk < nM/,;F Fiir alle C > 0 gilt:

E|(M, 7 C)"| —p/O NP (M, AC > ) dA
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_ 0 o<x e T
{Mn/\c>)‘}—{{]\4n>)\}7 C >\ P(M"ZA)[M”]I{MnZA}
= P (M, A C >N < 4B M1, 0oy

= E[(M, AC)"] < p/o N ~?E {MH{ATNACM}] dA
ub. > —
Fub. [MJ/O pAP 2]1«{]\4n/\6‘>>\}d)‘}

M, N\C
=E | M, / PAPT2d\
0

wobel ¢ : —{—f: = 1=>E[(M /\C’)]_<}%1>E[(M;)pﬁ[€[(m/\c)p]%l
<

q=
:>E[(Mn/\0p] = ) MY E (3, A C))" " = E[(M, A C)] <

(%)pE [(M,F)] Nach monotoner Konvergenz: E [(E)p] = lime_.o0 E [(M;, A C)P] <
(70) E 02y .

8.28 Satz (LP-Konvergenz fiir Martingale). Sei (M,,) ein Martingal und sei
sup,,>1 E[|M,|"] < oo fir ein p > 1. Dann konvergiert M, gegen My, f.s.
und in LP

Beweis, B[M}] < E[|My]] < (B [|[My)) = sup,s, E[M;f] < oo ={ I, £

B | (ainl) | () B (521) s B -
—_—

man<n|Mk\—’Squ>1|Mk|

const(p) < 00 :>EVE [(supg>1 |Mk\) ]_S const(p) < 0o = supy>; |[Mg| € LP
= | M, — Moo < |M,|P + |[Moo|™ O

8.3 Optimal Stopping

Ist (M,) ein Submartingal, so gilt:

1) E[My) <E[M,] Vk <n

9) E[My] < E[M,] falls P(T <n) =1

8.29 Satz. Sei I’ eine Stoppzeit

3Doob’sche Ungleichung
5Martingal Konvergenz-Satz
Korollar 8.27

"monotone Konvergenz

=E [M; (pfl) (Mn/\c)”‘l} < P R
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a) (My) ein gleichmafiges int-bares Submartingal
oder

b) E[|Mr|] < oo und (MyLr<p)n>o0 ist gleichmdfig intbar. Dann ist (M7an)n>0
auch gleichmdfig integrierbar.

Beweis. a) x7 ist konvex und monoton wachsend = (M,F) ist ein Submar-
tingal Aus (2) = E [M,,] <E[M,] Vn > 0 Da (M,) gleichméRig inte-
grierbar ist, ist auch (M) gleichméfig integrierbar = sup,,~o E[M,I] <
00 = sup,,>o K [M;f/m] < sup,>o E [M,[] < oo Nach Martingalkonver-
genzsatz konvergiert Mr,,, fir n — oo:

Myppy, — Mrpfast sicher & E [|My|] < oo
Fiir jedes k> 0 gilt:
E [|Mranl Lgjaigpnlsiy] = E [[MranlLing, >0 | Tir<n]

+ B [|Mran [L(iatpp,>ky Lirsny] (%)
< E [|Mr| Lnspisiy) + B [ Mol Tgas,5ny]

= supE Mranl Lntppnsiy) < E[IM7| Lasg sy
n>

—0 fiir k—oo, weil E[|Mr|]<oco

+  supE [|My| Ly, >3]
n>0

—0 weil (Mp)gleichm. integrierbar
b) Aus (*) folgt:

E [|Mran| [L(atrp,i>ky] < E[IMr| [L(a>1)

+E “Mn\ ’]l{|Mn|>k}]l{|Mn|IL{T>n}>k}}

= S‘;ISE [Mrnnl Lgnpnsky] < E[IMa Largysi]
n>

—0

+ SupE [‘Mn’ ]1{T>n}11{|Mn|]l{T>n}>k:|
n>0

—0
O

8.30 Satz. Sei (M,) ein gleichmdfig integrierbares Submartingal. Fir jede
Stoppzeit T gilt:
E[Mo] < E[Mr] < E[M]
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Beweis. Nach Satz 8.23 gilt:
E [Mo] < E[Mrpn] < E[M,] Vn >0

Nach Satz 8.35 ist (M7ny) ein gleichméfig integrierbares Submartingal. Nach
Satz 8.31:

fast sicher fast sicher
M, L—> My & Mrp, L4) M
1 1

=E[M,] - E[My] & E[Mrp,]— E[Mr]

E[My] < E[Mpa,] < E[M,] ¥n>0

= | !
E[My] < E[Mr] < E[My]

O

8.31 Satz (Optimal Stopping). Seien S < T Stoppzeiten und sei (Mppy)
ein gleichdfig integrierbares Submartingal. Dann gilt:

a) E[Mg] < E[Mr7]
b) Mg < E[Mr|Fs], wobet Fs ={A: AN{S =n} € F,Vn}
8.832 Bemerkung. F; ist eine o-Algebra
Beweis. Wir wenden Satz 8.36 mit M,, = My, und T = S-
E[M] = E [MO} < E [MT] <E [Moo] — E[Mry]
E[Mrs]=E[Ms]
= (a) ist bewiesen. Sei A € Fg.

. [ S(w), falls,we A
Definiere U{w) = { T(w), falls, we A
{U=n}={U=n}NnA)U{U =n}nNA°

= [ {S=n}nA|U{T=n}nAN{S <n}
N e’ N e,

€Fn €Fn €Fn

€Fn €Fn

Ausserdem gilt: U = T. Dann folgt aus a): E [Mgl o]+E [Mr14] =E [M U 14]+
E[M U1y < E[Mp|E[Mpla] + E[Mrla] = E[Mgla] < E[Mrly) =
E[E[M714|Fs]] = E[E[Mr|Fs]14VA € Fs =[IMs < E[Mr|Fs] Dann
P (A) = [, (Ms—E[M|Fs])dP < 0= P(A) = 0Ve > 0= Mg <
E [Mr|Fs] fast sicher O

8A. = {Ms — E[Mr|Fs] > €} € Fs
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8.33 Beispiel. Die Irrfahrt auf Z. Sei p € (0,1) und X; iid ZVen. mit
P(Xi=1)=p, P(Xi=-1)=1—-p, Sn =2 11 Xk. (Sn,n > 0) einfache
Irrfahrt auf Z

Mit Startpunkt x: S, =z +> . ; X;, n >0

Sn
8.34 Lemma. M, = (%) ist ein Martingal

Beweis. Fr, = 0(X1,...,Xp),n >0

M1) M, = <%)X+2Xi

M2)

= M,E

_ Xn+1 _ Xn+1
p p

Selen a <z <be€Z 1, :=min{k >1:2+S5; <a} 7 :=min{k > 1:
r+Sp>b} T =74 A7 =min{k >1:2+ S; ¢ [a,b]}
8.35 Satz. p # %, a <z <be&Z. Dann gilt:

x __ Nb o
P(ragn)zga_gb,czzlpp

Beweis. P (T < oco) = 1 Gesetz der grofen Zahlen = € [a,b] = |S|ran| <
max{|al, b} = (Mran),>q = (QSTA”)nZO sind beschréinkt. = (Mran),>0
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ist gleichméfig integrierbar. = Aus dem Satz 8.36 folgt, dass:

(22) —Ei =B

p
T
1—p T+ i Xi
=E [<> ]l{Ta<Tb} +E

p p

_ (1‘?>ap(7a <))+ (1;’7)613@ > )

p

1—p e+ X 1
{Ta>Tp}

Q" = QP (ra < W)+ Q(1—P (12 < 1) @~Q" = (Q"—Q")P (ra <) T
8.36 Satz. Fir die symmetrische (p = %) Irrfahrt und a < zo < b gilt:

1) P(Ta<7'b):bi

—a
2) E[T] = —aby
Beweis. S, ist ein Martingal

1) Wegen Sy = 0 € [a,b] gilt: a < Span < b = (S7An),>o gleichméfig

integrierbares bares Martingal = 0 = E[So] = E[S7] = aP (14 < 7) +
bP (Ta > Tb)
—_——

1-P(1a<Tp)

2) (S2 — n)p>o ein Martingal. Sei N € N fest, definiere T =T A N

‘S%An —T/\n‘ < max{‘S%/\n , T An} < max{a® b* N}

= (S%/\n —T)p>0 ein gleichmifig integrierbares Martingal. Aus dem Op-

tional Stoping Satz:
0=E [S% — T] = E [S%/\n]
~——
beschr.Konvergenz E[l]S%]— ]E [T /\ ’I’L]
———

monotoneKonvergenz

E[T)

= E[T] = E [57]
E [S7] = a®P (1o < 1) + b*P (1, > 7,) Hier fehlt eine Zeile

8.4 Verzweigungsprozesse
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