Beweis. S2 155 Bx;) & Zo XD Ls g ixd) gng Tk e iy
= Wir konnen annehmen , dass X; > 0. Wahle ¢ > 0, setze a=1+e.
Definiere nun: ny, = ||

= Z nk2 Z a <41 —a ) tm 2

k:ng>m kngp>m

o S;l —E S;L Chebyshev > Var 51/1 _ > 1 k
;P ’“WM >4 < 52;M:52§%;VM[YM
=072 Var[Yn] Y %
m=1 k:ng>m nk
<621 —aHt mzzjl\/ar [Ym]%
Nach Lemma 4.18
ip LE{S;”] >0 | <1661 —a ) 'E[|X1]] < o0
ng o !

k=1
Da 0 beliebig ist, liefert uns das Borel-Cantelli Lemma die Konvergenz:

S —E |50, ]

ng

fast sicher

0

Ferner, aus der monotonen Konvergenz folgt:

Jj—o0

E[Y;] =E [Xilix,<] — E[X)]

N E [Snk} _ an 1= 1K [Y;] o E [Xl] N % fast sicher E [Xl]
ng n+k ng
Aus der Definition von ny folgt, dass Ing : ngr1 < (1 + 2¢)ng Yn > ng
! S’ s,
Denn fiir I € [ng, np41] gelten die Abschitzungen: 5 > & > “k— yund

/ /

5 S”k+1 Snpg1
1 < ng (1 +2€) N1
! / !
= limsup |—- — E [X;]| < limsup — E[X;]| +2¢limsup —%
l—o0 ng—00 ng np—oo Nk
—_——
=0 fast sicher =E[X1]

1 ok
ne 2 %5



!

S
= limsup |-t — E[X;]| < 2¢E[X;]
l—o00 [
. . . S,
Die € beliebig klein sein darf, folgt lim sup 7" E[Xi]|=0
[—o0

4.19 Beispiel (Gesetz der normalen Zahlen, Borel 1908).
Q=10,1],F = B([0,1]), P = Lebesgue-Maf auf [0,1]

weN:w=0,{Ew)é(w). .. ... &Gw)e{0,1,2,...9}

E={{nz=1me {1,210} P(B) =0

Vw) =i e {1,2,...,n} 1 &(w) =k} k=0,1,...,9

: : W) 1
Die Zahl w heiftt normal, falls lim —*— — I—OVk‘ € {0,1,...,d}
n

n—oo
Gesetz der normalen Zahlen: P ({w : w normal}) = 1 Fiir den Beweis:

o {{}i<1 unabhéngige ZVen
e P(&=k)=15,ke{0,1,...,9}
= XM =1 py,n > 1,k €{0,...,9} = (X },1 —iid

(k) n (k)
Ve o Z’i:l Xi fast sicher k)] _ i
£ = s E x| }_mwfe{o,...,g}

=

(k)
1
= JA;, mit P (() Ax) = 1 so dass VkT — Tva € Ay

LB)@) 9 9
= K HEVkvweﬂAj;»P N4 | =1

n

J=0 Jj=0

Bemerkung (Beispiel). X; iid mit P(X; = 0) = P(X; = 1) = 5 3 Y52, 3¢

hat singulére Verteilung die mit der Cantor-Menge verbunden ist.

4.20 Satz. Seien {X;} unabhingige, identisch verteilte ZVen. Falls 5=
a € R, dann ist X; integrierbar und E[X;] = a.

X

fs

EEEN

Beweis. Xn = Su _ ”—_15”—_’1 Lsp = P(‘%‘ > 1 fiir oo viele n)) = 0.

n n n n—1
Xn

o
Nach Borel-Cantelli-Lemma, Z P (
n

n=1

21>:0<oo

o0
= ZP(|X1| >n) < oo = E[|X1]|] < oo Nach Etemadi’s Gesetz: %

n=1

E[X;] = E[X1]=a

f.s.
——

O
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4.4 Zufallige Reihen

{X;} unabhéngige ZVen, S, = > ; X; Nach 0-1-Gesetz:
A ={w : Sp(w) konvergiert} hat Wahrscheinlichkeit 0 oder 1

4.21 Satz. Seien {X;} unabhingig mit E[X;] = 0 und [ E [X?] < oco.
Dann konvergiert S, in W’Keit. (P (ISn — S| > €) 50,8 =32, Xi)

Bewezrs.

E [(Sn+m — Sn)?] = Var [Spim — Sh)

n+m n—+m
= Var Z Xi] = Z Var [X;]
i=n+1 i=n+1
n+m
=Y B[
i=n+1

Wegen Y 2 E [Xf] < o0, ist Folge S, eine Cauchy-Folge in L?. Und L?
ist vollsténdig, d.h. 35 € L? : S,, — S in L?. Aber L?>-Konvergenz impliziert
Konvergenz in W’Keit. O

4.22 Satz (Levy). Sind {X1} unabhdngig, so gilt:

oo o0
ZXi konvergiert fast sicher < ZXi konvergiert in Wahrscheinlichkeit
i=1 i=1

J/

Sn—S fast sicher SnLS

Beweis. “<* Es geniigt zu zeigen, dass P (sup;s, |S; — Sn| > €) /=0
Zuerst merken wir, dass:

P(sup|5i—5’|>e> §P<sup|5i—5’]>;> +P(|Sn—S| >§)

>n >n

—0
P (sup;s,, |Si — Sn| > 26) = >°7° P (B;), wobei
B; ={|S; —Sp| <20Vj € [n,i—1],|S; — Sn| > 26}
Auf B; gilt: |S; — Sp| > 26

= |8 = Sul = (S = 8i) = (Su = 8i)| = |8 — Si| = |5 — Sil
> 20— S — S|

= B;N{|S =8| <6} CB;N{[S — Syl > 6}
——

€0 Xit1,Xit2,-



= P(B) P (IS — 8] <8) <P (Bin{|S—Su| > 6})
P(B;N{|S = Su| > 6})
= PB) s —pis-51<0

| & P(BN{|S — S| > 6})

=n

1

<
P ((U Bz’) N{S — S,| > 6})
—0
Sp — S| > J n—00
= P (sup;s,, |Si — Sn| > 20) < — Sup(|P(|S |S!))>5 0
-~ n—oo 0
O

4.23 Satz. Sezen {X;} unabhdingige ZVen, XZ(C) = Xilyx;|<c}- Konvergieren

die Reihen ZP | X <€) < o0, ZEHXC } < 00, i\/ar [XT(ZC)] < 00
n=1

n

so konvergiert Z X; fast sicher.
=1

o0
Beweis. Z P (|X,| > ¢) und Borel-Cantelli-Lemma gibt

n=1
oo (e.9]
P (] X,| > c fiir unendlich vielen > 1) =0 = Z Xi(c) konvergiert = ZXi
i=1 i=1

konvergiert. Also bleibt zu zeigen: ZVar [Xff)] < 00

=3, ( [X(C D konverglert in WKeit (Satz 4.21).
= Zn 1 ( — [ D konvergiert fast sicher. Y ' E [X & )} konvergiert
:>ZX(C —Z( Xl — E[ ])—&—ZE{ }konverglertauchfu O

oo
4.24 Bemerkung. Konvergiert Z X, fast sicher so konvergieren

Y P(IXal>¢), Y E [X}lﬂ i Var [Xff)} fiir alle ¢ > 0.
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4.25 Beispiel. {X;}iid mit P(X;=1)=P(X; =-1)=
X

7
7:0{

1
2

Frage: Konv. E ,—Oj?, E [
—_— i
i=1

X
= Fir a > % konvergiert die Reihe ZVar [Oj}
i

X\ X = X; 1
Ve>1[(2 = 42, g —* konvergiert fast sicher Voo > —
A 1% prt 7@ 2

o
X; : .
Angenommen E —az konvergiert fiir ein o < %, denn
i

1=1
X;\ 2 0 X; <1
BIDAHEETE
=1

o
00 > Z Var
i=1 i=1

X.
Falls X; = 1, dann » = konvergiert < a > 1. Falls X; = (~1), dann
2

konvergiert > % Vo > 0 weil & — ﬁ ~ z"‘%

4.26 Satz. Seien {X;} unabhingig, identisch verteilt mit E [X?] < co. Dann
gilt:
Sn —E[Sh]

Vn(logn)2to

Gesetz der grofsen Zahlen: S"+E[S"} EN 0. Informell:

50 V>0

Su—E[Sa] _ Su—E[Sa] _ _((log n)2to
Vin(logn)zto o NG

Beweis. a, = \/ﬁ(lnn)%+6,n > 2,a; = 1. Wir diirfen annehmen, dass
E[X:] = 0. Es gilt:

oE[f—:]:O Vn > 1

[ee) 2 o0
S [(2)] ~min+ 5 e e
n=1 n=2

n=2

= > Xn konvergiert fast sicher. Die Behauptung des Satzes folgt

n=1 an,
aus dem



O

4.27 Lemma (Kroneckerlemma). Seien a,,x, € R. Falls a,, T oo und ) f—:

n—oo

. IR
konvergiert, so gilt . Z i —— 0

" oi=1



Kapitel 5

Schwache Konvergenz

5.1 Definition und Eigenschaften

5.1 Definition. Seien {P,}, P W'Mafe auf (2,.A). P, konvergiert gegen P
schwach (P, = P, P, = P), falls

/Rfdpn—»/fdp Vf € Cy(R)

Definition (Vereinbarung). Wir werden sagen, dass { X,,} konvergiert schwach
gegen ZV X, falls P, = P,. Dabei werden wir schreiben

X, = X (Xn&X)

5.2 Satz (Portmanteu). Seien {P;}, P W’Mafle auf (2, A). Folgende Aus-

sagen sind dquivalent:
(i) P, = P

(i) [ fdP, — [ fdP V[ : beschrinkt und gleichmdpig stetig

(13) limsup,, . Pn(F) < P(F)VF abgeschlossen
(iv) liminf, . P,(G) > P(G) VG offen
(v) Po(A) — P(A)VA: P(6A)=0

Beweis. (iii) < ( v) Fist abgeschlossen < F¢ ist offen P, (F) = 1— P, (F°),

(i
P(F) P(F€). Dann gilt:
limsup P,(F) < P(F) < lim (1 — P,(F¢)) <1— P(F°)

n—oo

< 1 —liminf P(F°) <1— P(F°) & P(F°) < liminf P(F°)

n—oo



(17) —

(iid) —

KAPITEL 5. SCHWACHE KONVERGENZ

(7i7) Sei F eine abgeschlossene Menge. Lege ein 6 > 0 fest, und fiir
jedes € > 0 definiere

Ge={z eR:dist(z,F) < €}
Aus der Stetigkeit von oben von P folgt P(G¢) < P(F) + ¢ Ve klein

1, t<0

genug. Setze ¢(t) =< 1—t, t€][0,1]
0, t>1
fe(z) = ¢ (L dist(z, F)) Eigenschaften von f. :

o f. ist gleichmékig stetig und beschriankt.
e f(x)y=1Vz e F

o f(x)=0Vr e G¢

o f(z) €10,1] Vz

:>Pn(F):/fEdPn</RfEdP “—%/fedp / f.dP < P(GY)
= lim sup Pn(];?) < P(G¢) < P(F)

n—oo

(i) f € Cp(R) = Ja=a(f) und b(f): a- f(z) +b
Zuerst betrachten wir f € Cp(R) mit f(x) € [0,1)
Vk € N definiere die Mengen F; = {z : f(z) > %},z =0,...,k. Jedes
F; ist abgeschlossen, Fy = R, F}, = ()

Ls. = zk: () r (e s@ et )

1=1
< [rar<3sir({o e [ 1)]) =
ls. = s ZEIP(FZ1\Fl):£i;1(P(Fz1)—P(Fz))

s _k_lz—i_lp(pz)_zk:ZP(Fi)_1+1§:P(FZ)
=0 k i:lk k k'z:l
1< 1 1
kZP(Fz)</fdP<k+kZP(FZ)
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1 1
limsup [ fdP, <limsup (k + z ZPH(E))

1 1
<o+o ;liﬂsogp Py (Fy)
k

= limsup/fdPn < /fdP(*) = (x)ist fiir alle f € Cp(R) erfiillt.

n—oo

(%) zu (= f) : liminf, .o [ fdP, > [ fdP
(iii) — (v) Sei A° das Innere und A der Abschluss von A.

_, (i) —
P (A) > limsup P (() A), > limsup P,(A)

n—oo n—oo

(1)
> liminf P,(A) > liminf P,(A°) > P (A°)

n—oo n—oo

Aber fiir A: P(dA) =0 = P(A) = P(A) = P(4°) = P(4) >
limsup P,,(A) > liminf P,(A4) > P(A)

n—oo

(v) — (ii) Sei F eine abgeschlossene Menge. Vo > 0 gilt:
Oz : dist(z, F) < 6} C {x : dist(z, F) = 0}

= Rs = 0{z : dist(z, F') < d} sind paarweise disjunkt. P ist W' Maf

= 3 nur abzéhlbar viele §'s mit P (Rs) >0 = 30, | 0: P(Rs,) =0

Fiir jedes k > 1 gilt: limsup P, (F') < limsup P, (F%) © P(F}) wobei
n—oo

n—oo

Fi, = {z : dist(x, F') < 6} D F.
F ist abgeschlossen = Fy, | ' = P(F) | P(F)
limsup P, (F) < P(F}) = limsup P,(F) < klim P(Fy) = P(F)

n—oo n—oo
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