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Übungen zu Wahrscheinlichkeitstheorie

Übungsbeispiele:

T1. Sei R := [−∞,∞] und B := {A ⊂ R : A ∩ R ∈ B(R)}.

(a) Zeigen Sie, dass B eine σ-Algebra ist.

Sei (Ω,A) eine Messraum und fn : Ω → [−∞,∞], n ≥ 1, A-B messbare Funktionen.
Zeigen Sie:

(b) supn≥1 fn und infn≥1 fn sind messbare Funktionen.

(c) lim supn≥1 fn und lim infn≥1 fn sind messbare Funktionen.

T2. (a) Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) mit Ai ∈ A, i ∈ I und
⋂

i∈I Ai ∈
A an, so dass P(Ai) = 1 ∀i ∈ I ⇒ P(

⋂
i∈I Ai) = 1 falsch ist.

(b) Sei Ω := {0, 1, 2, 3}, ε = {{0, 1}, {1, 2}} und A = σ(ε).

(i) Geben Sie eine Zufallsvariable X : Ω → Ω′ an, so dass σ(ε) = σ(X)

(ii) Zeigen oder widerlegen Sie, dass die Abbildung

P : ε → [0, 1] A 7→ 1

2

eindeutig zu einem Wahrscheinlichkeitsmaß fortgesetzt werden kann.

T3. Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A ∈ A. Zeigen oder widerlegen Sie, dass

D := {B ∈ A : P(B ∩ A) = P(B)P(A)}

(a) ein λ-System ist.

(b) ein π-System ist.
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Hausaufgaben:

H1. Sei (Ω,A) eine Messraum, Ai ∈ A, i ≥ 1, und fn : Ω → [−∞,∞], n ≥ 1, A-B messbare
Funktionen. Zeigen Sie:

(a) Die Menge lim supn→∞ An := {ω ∈ Ω : lim supn→∞ 1An(ω) = 1} entspricht der
Menge {ω ∈ Ω :

∑
n≥1 1An(ω) = ∞}.

(b) {fn konvergiert gegen einen Wert in [−∞,∞]} := {lim supn→∞ fn = lim infn→∞ fn} ∈
A

Hinweis zu (b): Zeigen Sie zuerst

{fn konvergiert gegen einen Wert in [−∞,∞]}c

=
⋃

a,b∈Q:a<b

{lim inf
n→∞

fn < a < b < lim sup
n→∞

fn} .

H2. Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, An ∈ A, n ≥ 1. Zeigen Sie folgenden
elementaren Eigenschaften von P:

(a) A ⊂ B ⇒ P(A) ≤ P(B)

(b) P(
⋃

n≥1 An) ≤ ∑
n≥1 P(An)

(c) P(An) = 1 ∀n ≥ 1 ⇒ P(
⋂

n≥1 An) = 1

(d) A1 ⊂ A2 ⊂ A3 . . . ⇒ limn→∞ P(An) = P(
⋃

n≥1 An)

H3. Ein Mengensystem M ⊂ 2Ω mit Ω 6= ∅ heißt monotone Klasse, falls es folgende Eigen-
schaften erfüllt:

(a) A1, A2, . . . ∈M, A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⇒ ⋃
n≥1 An ∈M

(b) A1, A2, . . . ∈M, A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⇒ ⋂
n≥1 An ∈M .

Sei M eine monotone Klasse und A ⊂M eine Algebra. Zeigen Sie σ(A) ⊂M.

Hinweis: Betrachten Sie die kleinste dieser monotonen Klassen und zeigen Sie, dass diese
eine σ-Algebra ist.

Abgabe: Am Dienstag, den 12.05.2009, 12.10 Uhr, durch Einwurf in den entsprechenden
Übungskasten.
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