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Übungen zu Wahrscheinlichkeitstheorie

Übungsbeispiele:

T1. Sei (Xn)n∈N eine Folge reeller monoton wachsender Zufallsvariablen, welche in Wahr-
scheinlichkeit gegen X konvergieren.

Zeigen Sie, dass Xn fast sicher gegen X konvergiert.

T2. Zeigen Sie:

(a) Xn → X f.s. ⇐⇒ Yn := supk≥n |Xk −X| → 0 f.s. ⇐⇒ Yn
P→ 0

(b) Xn → X f.s. ⇐⇒ P(|Xk −X| > ε für unendlich viele k) = 0 für alle ε > 0.

(c)
∑∞

k=1 E(|Xk −X|β) < ∞ für ein β > 0 ⇒ Xn → X f.s.

T3. Sei f : R→ R eine Funktion und C := {x ∈ R : f stetig in x}.
Zeigen Sie, dass C eine Borelmenge ist.

Hinweis : Zeigen Sie zuerst C =
⋂

n≥1

⋃
G∈Un

G, wobei Un, n ∈ N, die Menge der offenen
Mengen G ⊂ R mit der Eigenschaft |f(x1)− f(x2)| ≤ 1/n für alle x1, x2 ∈ G ist.
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Hausaufgaben:

H1. Sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, welche exponential-(1)-verteilt sind.

Zeigen Sie, dass nαmink≤nXk
P→ 0 für alle α < 1.

H2. Seien X,X1, . . . Zufallsvariablen. Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Aus (Xn)n∈N konvergiert gegen X in Wahrscheinlichkeit folgt (Xn)n∈N konvergiert
gegen X in Lp.

(b) Aus (Xn)n∈N konvergiert gegen X in Lp folgt

lim
n→∞

E(Xq
n) → E(Xq) ∀0 ≤ q ≤ p .

(c) Seien |Xi| ≤ |X| f.s., i ∈ N, und X ∈ L1. Zeigen Sie, dass (Xn)n∈N gleichmäßig
integrierbar ist.

H3. Seien Yt, t > 0, Zufallsvariablen mit der Eigenschaft Ys ≥ Yt ≥ 0 für aller s ≤ t. Es gelte
E(Yt) = O(e−βt) für t →∞.

Zeigen Sie, dass Yt = o(e−αt) f.s. für alle 0 ≤ α < β.

Bemerkungen: Zeigen Sie die Aussage zuerst für eine geeignete (dies spielt auf die Zwi-
schenwerte an) Folge tn →∞. Versuchen Sie danach die Zwischenwerte zu betrachten.

E(Yt) = O(e−βt) : ⇐⇒ ∃C > 0 lim inf
t→∞

|E(Yt)| ≤ Ce−βt

Yt = o(e−αt) : ⇐⇒ lim
t→∞

Yt/e
−αt = 0

Abgabe: Am Dienstag, den 02.06.2009, 12.10 Uhr, durch Einwurf in den entsprechenden
Übungskasten.
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