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Messbarkeit

Warum sollten Abbildungen messbar sein?

• Abb X : (Ω,A,P)→ (Ω
′
,A′

)

• messbar ⇔ ∀B ∈ A′{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} = {X ∈ B} ∈ A.

• Abbildung P : A → [0, 1] wegen X messbar ist P({X ∈ B}) wohldef.

Übung H 1. Wir suchen X(Ω,A)→ (R,B) nicht messbar, aber X2 messbar.

Lösung. Ω = {−1, 1},A = {∅,Ω}, X = id, dh.h.X(ω) = ω

• {X ≤ 0} = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈]ω, 0]} = {−1} /∈ A

• X2 = 1∀B ∈ B(R){X2 ∈ B} =
{

Ω, 1 ∈ B
∅, 1 /∈ B , also {X2 ∈ B} ∈ A

Übung H 2. Ω 6= ∅

a) A ist σ −Algebra⇔
1) Ω ∈ A
2) A ∈ A ⇒ Ac ∈ A
3) An ∈ A ∀n ∈ N⇒

⋂
n=1

An ∈ A

b) Sei B ein Mengensystem, mit folgenden Eigenschaften:

1) ∅ ∈ B
2) A ∈ B ⇒ Ac ∈ B
3) An ∈ B ∀n ∈ N⇒

⋂
n=1

An ∈ B

Zeigen oder widerlegen sie, dass es sich bei B um eine σ−Algebra handelt.
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Beweis: a) i) ⇔ 1)

ii) i)⇔ 2)

�⇒� Sei: A ∈ A ⇒ Ac = Ω \A ∈ A
�⇐� Sei: A,B ∈ A ⇒ A \B ∈ A

A \B = A \ (B ∩A)
⇒ B \A = B ∩Ac ∈ A

iii) ⇔ 3)

�⇒� Sei An ∈ A, n ≥ 1 :

(⋂
n=1

Ac

)c

=
⋃
n=1

An ∈ A

�⇐� Sei An ∈ A, n ≥ 1 :
⋃
n=1

An = Ω \

(⋃
n=1

Ω \An

)
∈ A

b) {∅} ist keine σ-Algebra, aber erfüllt die Bedingungen.

Übung H 3. (Ω,A) (Messraum), X,Y : (Ω,A)→ R Abbildungen.

a) z.z.: X borelmessbar ⇔ ∀q ∈ Q {X < q} ∈ A

b) nach a) noch z.z. ∀q ∈ Q {X + Y < q} ∈ A

Beweis: a) �⇒� ∀q ∈ Q ]−∞, q[∈ B ⇒ {X ∈]∞, q[} = {X < q} ∈ A
�⇐� � Satz 1.9 ⇒ es genügt Messbarkeit auf einem Erzeuger zu zeigen

� Satz 1.9 ⇒ B(R) wird durch o�ene Intervalle erzeugt
� a, b ∈ R o.B.d. A.a < b.an ↘ a, bn ↗ b mit an, bn ∈ Q ∀n ∈ N

]a, b[⊃ [an, bn[ ∀n ∈ N {a < X < b} ⊃ {an ≤ X < bn} ∀n ∈ N⋃
n≥1

({X < an)c ∩ {X < b} = {a < X < b} ∈ A

=
⋃
n≥1

({an ≤ X} ∩ {X < bn}

=
⋃
n≥1

{an ≤ X < bn}

b) Sei q ∈ Q: {X + Y < q} = {X < q − Y } =
⋃

z≤Q
({X < z} ∩ {z < q − Y }) ∈ A

hierbei : {Y < X} = {ω ∈ Ω : Y (ω) < X(ω)}

⋃
z∈Q

({Y < z} ∩ {z < X}) =
⋃
z∈Q

({ω ∈ Ω : Y (ω) < z} ∩ {ω ∩ Ω : z < X(ω)})

= {ω ∈ Ω : Y (ω < X(ω))} = {Y < X}
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