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Messbarkeit

Warum sollten Abbildungen messbar sein?

e Abb X : (0, A,P) — (', A)

e messhar & VB e A'{weQ: X(w) € B} ={X € B} € A

e Abbildung P: A — [0, 1] wegen X messbar ist P({X € B}) wohldef.
Ubung H 1. Wir suchen X(Q, A) — (R, B) nicht messbar, aber X? messbar.
Lésung. Q@ ={-1,1},A={0,0}, X =id,dh.h. X (w) =w

o {X <0} ={weQ:X(w) w0} = {-1} ¢ A

Q, 1€B

) 148 ,also {X?e B} e A

o X2=1VB e BR){X? € B} = {

Ubung H 2. Q #0

a) A ist o — Algebra &
1)QeA
2) Ac A= A°c A
3) Ap € AVneN= [ A, €A
n=1
b) Sei B ein Mengensystem, mit folgenden Figenschaften:
1) 0eB
2) AcB= A°eB
38) A, e BYneN= ﬂAneB

n=1

Zeigen oder widerlegen sie, dass es sich bei B um eine o— Algebra handelt.



Beweis: a) 1) < 1)
i) i) 2)
“=" Sei: Ac A=>A°=Q\Ac A
“<” Sei: ABe A= A\BecA
A\B=A\(BNnA)
= B\A=BnNnA°ec A
iii) < 3)

“=7 Sei A, e A, n>1: (ﬂAc> :UAHEA
n=1 n=1

LL¢”SeiAn€A7TLZ]_: UAnQ\<UQ\An>€A
n=1

n=1

b) {0} ist keine o-Algebra, aber erfiillt die Bedingungen.

Ubung H 3. (Q, A) (Messraum), X,Y : (Q, A) — R Abbildungen.
a) z.z.: X borelmessbar Vg€ Q {X <qle A
b) nach a) noch z.z. Vg€ Q {X+Y <q}e A

Beweis: a) “=" Vge Q ]| —oo,q[€e B={X €]oo,q[} ={X <q}e A
“«<” — Satz 1.9 = es geniigt Messbarkeit auf einem Erzeuger zu zeigen
— Satz 1.9 = B(R) wird durch offene Intervalle erzeugt
—a,beRo.Bd. Aa<ba, \ a,b, /bmita,,b, € QVneN
la,b[D [an,bp[Vn e N{a < X <b} D {a, <X <b,}Vn €N

UUX <an) n{X <bt}={a<X<becA

n>1

= J{an < X}N{X <by}

n>1

= U{an§X<bn}

n>1

b) SeigeQ: {X+V <qgt={X<qg-V}=|J{X<z}n{z<q-Y}eA
hierbei : {V < X} ={w e Q:Y(w) <X(w)iSQ

U {Y <z}n{z< X}) = U({wEQ:Y(w)<z}ﬂ{wﬂQ:z<X(w)})
zeQ z2€Q
={weQ:Yw<XWw)}={Y <X}



