Wahrscheinlichkeitstheorie Ubungsblatt 11

Aufgabe H 1. Sei (X, Y) ein Zufallsvektor mit Dichte f(x,y) = :Ue_””(y‘*l)]lR%)F (x,y). Berechne
die bedingten Erwartungswerte E[X|Y] und E[Y|X].

Beweis. P(X =k) = (1—p)Ip,Vk >1
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Aufgabe H 2. Sei (X;,) ein Submartingal bzgl. der Filtration (F\) und T, Ty Stoppzeiten mit
P(Th < Ty < K) =1 fiir eine Konstante K. E[X1,]| < E[X7,)]

Beweis. E [XTJ = Zﬁ:(} E [XT1]lT1=TJ = Zﬁ:o E [Xn]lT1=n]

0<n<k
E [Xn]lT1:n} =E [Xn]llen]lTQZn] =E [Xn]llenzTQ] +E [Xn]llen]lT2>n]
= |{>nf={Th<n}=J{Dh=i}eF,
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iterativ: £ [Xn]l{len}] <E [XTQ]Ilen] =E [XTl] <E [XTQ] ]
Beweisidee: e aufspalten in verschiedene Fille (diskrete Stoppzeichen)
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O]

Aufgabe H 3. Sei F, eine Filtration. ¥ Submartingal (X,,) 3 ein Martingal (M,) und eine
previsible monoton wachsende Folge (Ay,) mit X,, = M, + A, Vn > 1. Ist diese Zerlegung
eindeutig.

Beweis.

Mn = X —-E [X |fn—1] + Xn—l -E [Xn—l‘fn—ﬂ +

Z X; — E[X1|Fi_1]] (mit Xo =0, F, = {0,9Q})
=1
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Ay, =E[Xp|Fraa] — Xnoa + ... =Y [E[X|Fica] — Xia]
previsible v
monoton wachsend: A, — A,_1 = E[X,,|F,_1] — Xp_1 > 20
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