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Aufgabe 1. Sei (), A), A; € A, i >1und f,: Q — [~00,00], n>1, A—B-
messbare Funktionen. Z.Z.:

a) Die Menge limsup A,, := {w € Q:limsuply, (w) = 1} entspricht der

n—oo n—0o0

Menge {w €Q:3 514, (W)= oo}.

b) {fn konvergiert gegen einen Wert in [—oo, 00|} := {lim sup = lim inf fn} €
'n/_>f71, n—oo
A.

Proof. a)* C “ Sei a < limsup 1,
— Def. von limsup = 1 ist H.P. von (14, (w)),>,, d.h.
34, (@) 2521
— wegen 14, (w) €{0,1} IN€N: 14, (w)=1Vk>N
— Z]lAnk(w) = Z]lAnk(w) < Z 1=o00
n>1 n>k k>N

€5 ¢ Seiw: Y0 La,, () = oo
— Wegen 14, () € {0,1} = 3 (]lAnk(w)) mit 14, () = 1, da

ansonsten Z La, (W) <o

E>1

n>1
— Alsoist 1 HP. = limsup 1,4, (w)>1
— Wegen 14, (w) <1Vn € Nist limsuply, (w) <1

n—oo

] — 00,1] ist abgeschlossen = alle H.P. von Folgen mit Werten in
] — 00, 1] liegen in | — oo, 1]
b) {fn konvergiert in [—o0, 00]} = {liminf f,, = limsup f,} =
= {liminf f,, < limsup f,} = U {liminf f,, < @ < b < limsup f,} =
a,b¢Q

U {liminf f,, < a}N{b<limsup f,} | € A
a<b¢Q €A €A




Aufgabe 2. Sei (2, A, P) ein Wraum und A, B, A, € A, n > 1. Zeigen sie
folgenden elementaren Eigenschaften von P:

a) AC B=P(A) < P(B)

b) P (U An) <> P(An)

n>1 n>1

n>1

c)P(An):IVn21:>P<ﬂA”) =1

d) A1CA2C...:>7IZLmOP(An)P(U An)

n>1

Proof. a) P(B) =P(AU(BNA)UDU...)=P(A)+PBNA)+0+... >
P(A)

n—1
b) ‘BlA17B2A2\Ala---aBnAn\<UAi>-
=1

B,, disjunkte Folge und U A, = U B,

"7 (gl A”) -7 (gl B") "2l = ) P
- - P(An) -
¢) P(45) =0

. P((ﬂ An)c) —P(U A,i) <Y P(45) =0
. 1_10_1P(ﬂAg) _P(UAR)

d) Vorl. = B; 5 By O B;... = lim P(B,JzP(ﬂ Bn>

n—oo
e B, =A% dann B1 > By, D ... = lim P(B,) =P (ﬂ Bn)
e n>1

o1 -InP(A,) = lim (1 - P(4,)) = lim P(A4;) = lim P(B,) =

n—oo n—oo n—oo

p(ﬂ Bn) :1_P((ﬂ Bn)“) :1—73(U An> = Beh.

O



Aufgabe 3.

Ein Mengensystem M C 2% heifit monotone Klasse, falls es folgende Eigen-
schaften hat:

a) Al,AQ,...eM,Achzc...:»Un21AneM
b) Al,Ag,...eM,AlaAQD...¢ﬂn21An€M
Sei nun M monotone Klasse und A Algebra mit A C M. Zeigen sie 0(A) C M

Proof. e M;,i € I, monotone Klasse = ﬂ M monotone Klasse, da Eigen-
iel
schaften sich iibertragen = o. E. M kleinste monotone Klasse mit A C M
e abgeschlossen unter Komplementbildung, da Mg = {A € M : A € M} C
M monotone Klasse mit A C My C M
M Kkleinste M.K1 = My = M

o Eigenschaften monotoner Klassen bleiben unter Schnitt mit festem C €
M erhalten, da Mg = {A € M : ANC € M} monotone Klasse, da
A e Mo, A J A=A = A4 eM, A /A ANnC e Mund

i>1

ANC /S A,NC=AeM
o Aie Mound A; \\A=()A4; = A€ Mund 4; \\ A, 4;NC € Mund

el

ANCNANC = Ae M,

e Abgeschlossen unter endlichen Schnitten:
VCCA=>ACMyCM=>Myg=M=DNCeMVDeM, CecA
VDGM,A€MOCM:>M0:M

e Abgeschlossenheit unter abzdhlbar vielen Vereinigungen:
VA, Ag,...CM:AJU...UA, CAU...UA,1 = (AN NAS)S

mon. Kl.

UAn=J@u...ud)=[JATn..n4A)" e M

n>1 n>1 n>1

e Mist o-Algebra = o(A) C M (M = o(A) da o(.A) eine monotone Klasse
mit A C o(A) ist).
O



