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Aufgabe 1. Sei (Ω),A), Ai ∈ A, i ≥ 1 und fn : Ω→ [−∞,∞], n ≥ 1, A−B-
messbare Funktionen. Z.Z.:

a) Die Menge lim sup
n→∞

An :=
{
ω ∈ Ω : lim sup

n→∞
1An(ω) = 1

}
entspricht der

Menge
{
ω ∈ Ω :

∑
n≥1 1An(ω) =∞

}
.

b) {fn konvergiert gegen einen Wert in [−∞,∞]} :=

{
lim sup
n→fn

= lim inf
n→∞

fn

}
∈

A.

Proof. a)“ ⊂ “ Sei a ≤ lim sup 1n

� Def. von lim sup⇒ 1 ist H.P. von (1An(ω))n≥1, d.h.

∃1Ank
(ω) k→∞−−−−→ 1

� wegen 1Ank
(ω) ∈ {0, 1} ∃N ∈ N : 1Ank

(ω) = 1 ∀k ≥ N

�
∑
n≥1

1Ank
(ω) =

∑
n≥k

1Ank
(ω) ≤

∑
k≥N

1 =∞

“ ⊃ “ Sei ω :
∑

n≥1 1Ank
(ω) =∞

� Wegen 1Ank
(ω) ∈ {0, 1} ⇒ ∃

(
1Ank

(ω)
)

k≥1
mit 1Ank

(ω) = 1, da

ansonsten
∑
n≥1

1Ank
(ω) <∞

� Also ist 1 H.P. ⇒ lim sup
n→∞

1Ank
(ω) ≥ 1

� Wegen 1Ank
(ω) ≤ 1 ∀n ∈ N ist lim sup

n→∞
1Ank

(ω) ≤ 1

] −∞, 1] ist abgeschlossen ⇒ alle H.P. von Folgen mit Werten in
]−∞, 1] liegen in ]−∞, 1]

b) {fn konvergiert in [−∞,∞]}c = {lim inf fn = lim sup fn}c =
= {lim inf fn < lim sup fn} =

⋃
a,b/∈Q

{lim inf fn < a < b < lim sup fn} =

⋃
a<b/∈Q

{lim inf fn < a}︸ ︷︷ ︸
∈A

∩{b < lim sup fn}︸ ︷︷ ︸
∈A

 ∈ A
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Aufgabe 2. Sei (Ω,A, P ) ein W'raum und A,B,An ∈ A, n ≥ 1. Zeigen sie
folgenden elementaren Eigenschaften von P:

a) A ⊂ B ⇒ P(A) ≤ P(B)

b) P

⋃
n≥1

An

 ≤∑
n≥1

P (An)

c) P (An) = 1 ∀n ≥ 1⇒ P

⋂
n≥1

An

 = 1

d) A1 ⊂ A2 ⊂ . . .⇒ lim
n→0
P(An) = P

⋃
n≥1

An


Proof. a) P(B) = P (A ∪̇ (B ∩Ac) ∪̇ ∅ ∪̇ . . .) = P(A) + P(B ∩ Ac) + 0 + . . . ≥
P(A)

b) • B1 = A1, B2 = A2 \A1, . . . , Bn = An \

(
n−1⋃
i=1

Ai

)
.

Bn disjunkte Folge und
⋃
n≥1

An =
⋃
n≥1

Bn

• P

⋃
n≥1

An

 = P

⋃
n≥1

Bn

 =
∑
P(Bn)︸ ︷︷ ︸
P(An)

≤
∑
n≥1

P(An)

c) P(Ac
n) = 0

• P

⋂
n≥1

An

c = P

⋃
n≥1

Ac
n

 ≤∑
n≥1

P(Ac
n) = 0

• 1 = 1− 0 = 1− P

⋂
n≥1

Ac
n

 = P

⋃
n≥1

An


d) Vorl. ⇒ B1 ⊃ B2 ⊃ B3 . . .⇒ lim

n→∞
P(Bn) = P

(⋂
n=1

Bn

)

• Bn = Ac
n dann B1 ⊃ B2 ⊃ . . .⇒ lim

n→∞
P(Bn) = P

⋂
n≥1

Bn


• 1 − lnP (An) = lim

n→∞
(1 − P(An)) = lim

n→∞
P(Ac

n) = lim
n→∞

P(Bn) =

P

⋂
n≥1

Bn

 = 1− P

⋂
n≥1

Bn

c = 1− P

⋃
n≥1

An

⇒ Beh.
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Aufgabe 3.

Ein Mengensystem M ⊂ 2Ω heiÿt monotone Klasse, falls es folgende Eigen-
schaften hat:

a) A1, A2, . . . ∈M, A1 ⊂ A2 ⊂ . . .⇒
⋃

n≥1An ∈M

b) A1, A2, . . . ∈M, A1 ⊃ A2 ⊃ . . .⇒
⋂

n≥1An ∈M

Sei nunM monotone Klasse und A Algebra mit A ⊂M. Zeigen sie σ(A) ⊂M

Proof. • Mi, i ∈ I, monotone Klasse ⇒
⋂
i∈I

M monotone Klasse, da Eigen-

schaften sich übertragen⇒ o. E.M kleinste monotone Klasse mit A ⊂M

• abgeschlossen unter Komplementbildung, daM0 = {A ∈M : Ac ∈M} ⊂
M monotone Klasse mit A ⊆M0 ⊂M
M kleinste M.Kl ⇒M0 =M

• Eigenschaften monotoner Klassen bleiben unter Schnitt mit festem C ∈
M erhalten, da MC := {A ∈ M : A ∩ C ∈ M} monotone Klasse, da

Ai ∈ MC , Ai ↗ A =
⋃
i≥1

Ai ⇒ Ai ∈ M, Ai ↗ A, Ai ∩ C ∈ M und

Ai ∩ C ↗ An ∩ C ⇒ A ∈M

• Ai ∈M0 und Ai ↘ Ã =
⋂
i∈I

Ai ⇒ Ai ∈M und Ai ↘ Ã, Ai ∩C ∈M und

A1 ∩ C ↘ A ∩ C ⇒ Ã ∈M0

• Abgeschlossen unter endlichen Schnitten:
∀C ⊂ A ⇒ A ⊂M0 ⊂ M ⇒M0 =M ⇒ D ∩ C ∈ M ∀D ∈ M, C ∈ A
∀D ∈M,A ∈M0 ⊂M⇒M0 =M

• Abgeschlossenheit unter abzählbar vielen Vereinigungen:
∀A1, A2, . . . ⊂M : A1 ∪ . . . ∪An ⊂ A1 ∪ . . . ∪An+1 = (Ac

1 ∩ ... ∩Ac
n)c⋃

n≥1

An =
⋃
n≥1

(A1 ∪ . . . ∪An) =
⋃
n≥1

(Ac
1 ∩ . . . ∩Ac

n)c mon. Kl.

∈ M

• M ist σ-Algebra⇒ σ(A) ⊂M (M = σ(A) da σ(A) eine monotone Klasse
mit A ⊂ σ(A) ist).
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