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Aufgabe H 1. Sei (Ω,A,P) ein Maÿraum, zu zeigen: Für eine ZV X mit
Werten in [0,∞) gilt:

E [1] (Xp) = p

∫ ∞
0

tp−1P(X > t)dt

Beweis.

E [Xp] =
∫
Sp1[0,∞)(s)P ◦X−1(ds) =

∫ (∫ ∞
0

ptp−11[0,s[(t)dt
)
P ◦X−1(ds)

Fubini Tonelli=
∫ ∞

0

(∫
ptp−11]t,∞](s)P ◦X−1(ds)

)
dt

=
∫ ∞

0

ptp−1P(X > t)dt = p

∫ ∞
0

tp−1P(X > t)dt

Aufgabe H 2. Sei (Ω,A,P) ein Maÿraum und X eine reelle Zufallsvariable.

a) Sei X poissonverteilt, d.h. P(X = n) = λn

n! e
−λ für n ∈ N = {0, 1, . . . }

Berechne den Erwartungswert von X und E [1] (X2)

b) Sei X exponentialverteilt, d.h. X besitzt die Lebesgue-Dichte λeλt1t≤0.
Berechnen sie die Varianz von X.

Beweis. a)

E [X] =
∑
n≥0

nP(X = n) =
∑
n≥1

n
λn

n!
e−λ = e−λλ

∑
n≥1

λn

(n− 1)!

= e−λλ
∑
n≥0

λn

n!
= e−λλeλ = λ

E
[
X2
]

= λ+ E [1] (X2 −X)︸ ︷︷ ︸
E[X(X−1)]

=?

=
∑
n≥0

n(n− 1)e−λ
λn

n!
= e−λλ2

∑
n≥2

λn−2

(n− 2)!
= e−λλ2

∑
n≥0

λn

n!
= n!

1



b)

E [X] =
∫ ∞

0

tλe−λtdt
P.I.= −e−λtt|∞0 −

∫
1(−e−λt)dt = 0 +

1
λ

=
1
λ

Var [X] = E [(X − E[X])2] =
∫ ∞

0

(t− 1
λ

)2λe−λtdt

=
∫ ∞

0

t2λe−λtdt− 2
λ

∫ ∞
0

tλe−λtdt+
1
λ2

∫ ∞
0

λe−λdt

P.I.= −t2e−λt|∞0 +
∫

2te−λtdt− 2
λ2

+
1
λ2

= 0 +
2
λ2
− 2
λ2

+
1
λ2

=
1
λ2

Aufgabe H 3. Sei (Ω,A) ein Messraum und µ, ν zwei endliche Maÿe auf
(Ω,A). Zu zeigen:

ν � µ
!⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀A ∈ A : µ(A) < δ ⇒ ν(A) < ε

Proof. �⇐� µ(A) = 0⇒ ν(A) < ε ∀ε > 0⇒ ν(A) = 0

�⇒� Widerspruchsannahme: ∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃A ∈ A : µ(A) < δ und ν(A) ≥ ε
⇒ A1, A2 ∈ A mit µ(An) < 1

2n und ν(An) ≥ ε∀n ≥ 1
A := lim sup

n→∞
An =

⋂
n≥1

⋃
m≥n

Am

⇒ µ(A) ≥ µ(
⋃
m≥n

Am) ≤
∑
m≥n

1
2m

=
2
2n

n→∞−−−−→ 0

⇒ µ(A) = 0, aber ν(A) =
∫

lim sup
n→∞

1An
dν

LM v. Fatou

≥
∫

1An
dν = ν(An) ≥ ε Widerspruch da ν � µ
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