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Aufgabe H 1.

a) i) µ = pδ1 + (1− p)δ0; φµ(t) = peit1 + (1− p)eit0 = 1− p+ peit

ii) X1, . . . , Xn sei Bernoulli-p-vert. und unabh. →
∑n

i=1Xi Binomial-(n,p)-vert.

φPn
i=1Xi

(t) =
∫
eit

Pn
i=1XidP =

∫ n∏
i=1

eitXidP
unabh.=

∏n
i=1 ∈ eitXidP

(i)
= (1− p+ peit)n

b) i) cos(t) = E
[
eitX

]
cos(t) = eit+e−it

2 aus eix = cos(x) + i sin(x) und sin(−x) = − sin(x)
und cos(−x) = cos(x)
⇒ Sei X ZV mit Werten in {−1, 1} und P ([)X = 1] = 1

2 ⇒ E
[
eitX

]
= cos(t)

ii)
∑

0≤<∞
ak cos(kt) mit

∞∑
k=0

ak = 1 und ak = 0 ∀k ≥ 0

∑
0≤k<∞

ak cos(kt) =
∑

0≤k<∞
ak/2

(
eitk + e−itk

1

)
!= E

[
eitX

]
⇒ X sei ZV mit Werten in Z und P ([)X = k] = P ([)X = −k] = ak

2 , k ≥ 1

⇒ E
[
eitX

]
=

∑
0≤k<∞

ak

(
eitk + e−itk

2

)
=

∑
0≤k<∞

ak cos(tkx)

Aufgabe H 2. φX charakteristische Funktion zur ZV X

a) <(φX) ist charakteristische Funktion, d.h. �nde Y ZV mit φX(T ) = <(φX(t))

b) 2
2−φ − 1 ist charakteristische Funktion

Beweis. a) <(φX) = E [cos(tX)] = φ(t)+φ(−t)
2 = φ(t)

2 + φ(−t)
2 . Ausserdem is φ(−t) charakteris-

tische Funktion von (-X) (Satz 5.15.b). Sei θ ZV mit Werten in {0, 1} unabhängig von X

und P ([) θ = −1] = 1
2 . Sei Y = (−1)θ φY (t) = E

[
eitY

]
= E

[
eit(−1)θX

(
1{θ=0}1{θ=1}

)]
=

E
[
eitX1{θ=0}

]
+ E

[
eit(−X)1{θ=1}

]
= φX(t)

2 + φX(−t)
2 = <(φX(t))

b) Idee:
2

2− p
=

1
1− P

2

|p|<1
=

∞∑
k=0

(
p

2
)k = sum∞k=0(

1
2
)kpk

Beweis:

• Sei N ZV mit P ([)N = k] = (
1
2
)k, k ≥ 1

• Sei Y =
∑N

i=1Xi mit N,X1, . . . unabhängig und Xi ∼ X i ≥ 1

• E
[
eitY

]
=
∞∑
k=1

(
1
2
)kE

[
eit

Pk
i=1Xi

]
=
∞∑
k=1

(
1
2
)k

k∏
i=1

φ(t) =
∞∑
k=1

(
1
2
)kφ(t)k =

∞∑
k=0

(
1
2
)kφ(t)k−1

= 1 2
2−φ = 1

Aufgabe H 3. φx(t) = e−t
4
geht nicht

1|φ(t)| ≤ 1, ∀t ∈ R



2

Beweis. Widerspruchsannahme e−t
4
ist charakteristische Funktion. Da φ

′′
X(0) endlich ist

Satz 5.20]
=⇒

E
[
(|X|2)

]
< ∞. Aus E

[
|X|2

]
< ∞ =⇒ 2E

[
X2
]

= 1
i2
φ(2)(0) = 0. Da X2 ≥ 0 und E

[
X2
]

=

0⇒ X = 0 fast sicher ⇒ φX(t) = E
[
eitX

]
= 1 6= e−t

4
= φx(t) Widerspruch

2Satz 5.18 Spezialfall


