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Aufgabe H 1.

X sei integrierbare ZV, mit Werten in (Z,F), Das zugehörige Bildmaÿ sei µ. Bezeichne φX die
charakteristische Funktion. Zu zeigen

µ(y) =
1
2π

∫
[−π,π]

e−ityφX(t)dt

Beweis.

1
2π

∫
[−π,π]

e−ityφx(t)dt =
1
2π

∫ π

−π

∑
x∈Z

µ(x)
(
eit(x−y)

)
dt =

1
2π

∫ π

−π
µ(y) +

∑
x6=y

µ(x)
(
eit(x−y)

)
dt

= µ(y) +
1
2π

∑
x 6=y

µ(x)
∫ π

−π
eit(x−y)dt︸ ︷︷ ︸

=0∫ π

−π
eitk =

1
ik
eitk
∣∣∣∣π
−π

=
2
k

(
ei(k−π) − ei(−(k−π))

)
2i

=
2
k

sin(kπ) = 0

Aufgabe H 2. (Xn)n=1 unabhängige {0,1}-wertige ZVen mit E [Xn] = pn

Var [1]Xn = pn(1− pn) =∞⇔ Zk,n =
Xk − pk√∑N
n=1 pn(1− pn)

Lindeberg (zentriert)

Beweis. �⇒� ∀ε > 0 :

p1(1− p1)∑N
n1 pn(1− pn)

= Var [1]Z1,N = E
[
Z2

1N

]
=
∫
Z2

1,N1{|Z1,N |≤ε}dP +
∫
Z2

1,N1{|Z1,N |>ε}dP︸ ︷︷ ︸
Lindbergbedingung

⇒ ∀ε > 0 lim sup
n→∞

pn(1− pn)∑N
n=1 pn(1− pn

≤ ε2. Aus p1(1− p1) > 0⇒
∞∑
n=1

p1(1− p1) =∞

�⇐�
∑
n≥1

pn(1− pn) =∞ ∀ε > 0 : |Zk,n| ≤
1√∑N

n=1 pn(1− pn)
< ε für N groÿ genug.

Für solche N :
N∑
k=1

∫
Z2
k,N1{|Zk,N |>ε}dP = 0

Aufgabe H 3. (Xn)n≥1 unabhängige Zufallsvariablen, Xi ∼ Exp(a), a > 0.

Zu zeigen: lim sup
n→∞

Xn

log n
=

1
α

fast sicher

Beweis. •
Ak,N =

{
Xn

log n
>

1
α

+
1
k

}
; Ak = lim sup

n→∞
Ak,n

Bk,N =
{
Xn

log n
>

1
α
− 1
k

}
; Bk = lim sup

n→∞
Bk,n

• Xn ∼ Exp(α), α > 0 ∀n ≥ 1 ∀c ∈ R µ(Xn > c) = 1− FXn(c) = e−αc

⇒ µ(Ak,N = µ
(
Xn
1 >

(
1
α + 1

k

)
log n

)
= 1

n1+α
k
µ(Bk,N ) = . . . = 1

n1−α
k
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• ∑
n≥1

µ(Ak, n)︸ ︷︷ ︸
µ(Ak)=0

<∞ und
∑
n≥1

µ(Bk,n)︸ ︷︷ ︸
µ(BK)=1∀k

=∞

•
{lim sup

n→∞

Xn

log n
=

1
α
} =

⋂
k≥1

ACk ∩
⋂
k≥1

BK fast sicher.

Auf der Tutoriums aufgabe war ein Fehler!:

T1:

lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
=?

E
[
lim inf 1{ 1

n

PnXi≤1}

]
E
[
1{lim inf{ 1

n

Pn
i=1Xi≤1}}

]
Hier haben die Klammern gefehlt!

lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
=

1
2
, da e−n

n∑
k=0

nk

k!
= P

(
n∑
i=1

Xi ≤ n

)

P

(∑n
i=1(Xi − 1)√

n
≤ 0
)

ZGS−−−→ N0,1(]−∞, 0[) =
1
2


